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Avant-Propos
L’alge`bre line´aire nous a semble´ eˆtre le terrain ide´al pour une in-
troduction simple et pe´dagogique aux outils modernes de la complexite´
alge´brique de´veloppe´s durant les trois dernie`res de´cennies.
Le tournant en matie`re de complexite´ alge´brique en alge`bre line´aire
fut la de´couverte par Strassen [86], en 1969, d’un fait d’une simplicite´
de´concertante, mais d’une porte´e conside´rable, a` savoir que la multi-
plication de deux matrices carre´es d’ordre deux pouvait se faire avec
seulement sept multiplications (non commutatives) au lieu de huit dans
l’anneau de base. Ce qui ramenait la complexite´ asymptotique de la
multiplication de deux matrices carre´es d’ordre n a` O(nlog2 7) au lieu
de O(n3) et faisait descendre pour la premie`re fois l’exposant de n au-
dessous de 3, alors que les recherches ante´rieures n’avaient re´ussi qu’a`
re´duire le coefficient de n3 dans le nombre d’ope´rations arithme´tiques
ne´cessaires pour calculer le produit de deux matrices carre´es d’ordre n
(cf. [18]).
Depuis, de nombreux outils ont e´te´ de´veloppe´s. Des notions nouvelles
sont apparues comme celles de complexite´ biline´aire et de rang tenso-
riel utilise´es de manie`re intensive notamment par Bini, Pan, Scho¨nhage,
Strassen, Winograd et d’autres (cf. [7, 8, 19, Pan, 82, 90]) pour re´duire
l’exposant α : a` l’heure actuelle, on sait que α < 2, 376. Il est cepen-
dant conjecture´ que la borne infe´rieure des exposants α acceptables
serait 2, c’est-a`-dire que pour tout ε > 0 le produit de deux matri-
ces carre´es d’ordre n pourrait eˆtre calcule´ par un circuit arithme´tique
de taille O(n2+ε) et de profondeur O(log n). Cependant ces me´thodes,
d’un inte´reˆt the´orique certain, sont a` l’heure actuelle inapplicables a`
cause notamment de la constante de´mesure´e que le (( grand O )) cache
(cf. [Knu] § 4.6.4). Par contre la me´thode de Strassen a pu trouver une
imple´mentation concre`te [14], et elle commence a` battre la multiplication
usuelle (dite conventionnelle) a` partir de n = 70.
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Le calcul paralle`le est une technique, en plein de´veloppement, qui
distribue un calcul a` faire sur un grand nombre de processeurs travaillant
au meˆme moment, en paralle`le. Pour la multiplication rapide de matrices
carre´es, si le nombre de processeurs disponibles est suffisamment grand
(de l’ordre de O(nα)), le temps de calcul est alors extreˆmement faible
(de l’ordre de O(log n) pour des matrices sur un corps fini).
La multiplication rapide des matrices carre´es a de nombreuses ap-
plications en alge`bre line´aire sur les corps, par exemple l’inversion d’une
matrice carre´e peut se faire en O(nα) avec le meˆme exposant. Cepen-
dant, contrairement a` la multiplication rapide des matrices, ces algo-
rithmes ne sont pas bien adapte´s au calcul paralle`le. Ainsi l’agorithme
d’inversion d’une matrice carre´e auquel on vient de faire allusion, et que
nous e´tudierons dans la section 8.2, ne voit jamais son temps de calcul
descendre en dessous d’un O(n log n).
C’est sur la base de re´sultats parfois anciens qu’on a pu exhiber,
en alge`bre line´aire, des algorithmes bien adapte´s au calcul paralle`le,
s’appuyant sur la multiplication rapide des matrices. Ces algorithmes
sont en outre des algorithmes sans divisions (ou presque) et s’appliquent
donc a` des anneaux commutatifs.
C’est le cas en particulier de la me´thode de´veloppe´e en 1847 par
l’astronome franc¸ais Le Verrier ame´liore´e, un sie`cle plus tard, par Sou-
riau, Frame et Faddeev qui l’utilisent pour le calcul des de´terminants,
du polynoˆme caracte´ristique, pour l’inversion des matrices, et pour la
re´solution des syste`mes line´aires. Cette me´thode s’est ave´re´e porteuse
d’un algorithme tre`s bien adapte´ au calcul paralle`le, duˆ a` Csanky, qui
en 1976 a construit, dans le cas d’un anneau commutatif contenant le
corps des rationnels, une famille de circuits arithme´tiques, pour calculer
en O(log2 n) e´tapes paralle`les les coefficients du polynoˆme caracte´risti-
que.
Une autre me´thode, dite de partitionnement ([Gas] pp. 291–298) et
attribue´e a` Samuelson [79] (1942), a eu un regain d’inte´reˆt avec l’al-
gorithme de Berkowitz [6], qui fournit un calcul rapide, paralle`le et
sans division, du polynoˆme caracte´ristique. Cet algorithme a permis de
ge´ne´raliser aux anneaux commutatifs arbitraires le re´sultat de Csanky
concernant la complexite´ paralle`le, par une voie tout a` fait diffe´rente.
Nous en pre´senterons une version paralle`le ame´liore´e (section 10.2).
La version se´quentielle la plus simple de l’algorithme de Berkowitz
n’utilise pas de produits de matrices mais seulement des produits d’une
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matrice par un vecteur.
Elle s’est ave´re´e tout a` fait efficace sur les ordinateurs usuels, et particu-
lie`rement bien adapte´e au cas des matrices creuses.
Nous pre´sentons dans cet ouvrage les principaux algorithmes en al-
ge`bre line´aire, et donnons plus particulie`rement un aperc¸u de´taille´ des
diffe´rentes me´thodes utilise´es pour le calcul du polynoˆme caracte´ristique,
avec des re´sultats re´cents.
L’inte´reˆt porte´ au polynoˆme caracte´ristique d’une matrice est justifie´
par le fait que la de´termination de ses coefficients suffit a` connaˆıtre le
de´terminant de cette matrice et a` calculer son adjointe. Dans le cas des
corps cela permet de calculer son inverse et de re´soudre les syste`mes d’e´-
quations line´aires. Il re´side e´galement dans les renseignements que cela
donne sur une forme quadratique, comme par exemple sa signature dans
le cas du corps des re´els.
Plan de l’ouvrage
Nous faisons quelques rappels d’alge`bre line´aire dans le chapitre 1.
Le chapitre 2 contient quelques me´thodes classiques couramment uti-
lise´es pour le calcul du polynoˆme caracte´ristique : l’algorithme de Jor-
dan-Bareiss, la me´thode de Hessenberg, la me´thode d’interpolation de
Lagrange, l’algorithme de Le Verrier et son ame´lioration par Souriau-
Faddeev-Frame, la me´thode de Samuelson modifie´e a` la Berkowitz, en
ge´ne´ral la plus efficace, la me´thode de Chistov qui a des performances
voisines, et enfin des me´thodes relie´es aux suites re´currentes line´aires,
les plus efficaces sur les corps finis.
Le chapitre 3 de´veloppe le formalisme des circuits arithme´tiques (ou
programmes d’e´valuation) pour une description formelle des calculs al-
ge´briques. Nous y expliquons la technique importante d’e´limination des
divisions, elle aussi invente´e par Strassen.
Dans le chapitre 4 nous donnons un aperc¸u des principales notions
de complexite´ les plus couramment utilise´es. Ces notions constituent une
tentative de the´oriser les calculs sur ordinateur, leur temps d’exe´cution
et l’espace me´moire qu’ils occupent.
Dans le chapitre 5 nous expliquons la strate´gie ge´ne´rale (( diviser
pour gagner )), bien adapte´e au calcul paralle`le. Nous donnons quelques
exemples de base.
Le chapitre 6 est consacre´ a` la multiplication rapide des polynoˆmes,
avec la me´thode de Karatsuba et la Transforme´e de Fourier Discre`te.
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Le chapitre 7 est consacre´ a` la multiplication rapide des matrices.
Nous y abordons notamment les notions fondamentales de complexite´
biline´aire, de rang tensoriel et de calculs biline´aires approximatifs.
Le chapitre 8 est consacre´ a` des algorithmes dans lesquels intervient
la multiplication rapide des matrices, mais sans que l’ensemble de l’al-
gorithme soit bien adapte´ au calcul paralle`le.
On obtient ainsi en ge´ne´ral les proce´dures les plus rapides connues
en ce qui concerne le temps se´quentiel asymptotique, pour la plupart des
proble`mes classiques lie´s a` l’alge`bre line´aire. Ces performances sont en
ge´ne´ral obtenues uniquement sur les corps. Seule la dernie`re section du
chapitre, consacre´e a` l’algorithme de Kaltofen-Wiedemann concerne le
calcul sur un anneau commutatif arbitraire.
Le chapitre 9 pre´sente les paralle´lisations de la me´thode de Le Verrier,
qui s’appliquent dans tout anneau commutatif ou` les entiers sont non
diviseurs de ze´ro et ou` la division par un entier, quand elle est possible,
est explicite.
Le chapitre 10 est consacre´ aux me´thodes paralle`les de Chistov et de
Berkowitz qui s’appliquent en toute ge´ne´ralite´.
Le chapitre 11 pre´sente tout d’abord quelques tableaux re´capitulatifs
des complexite´s des diffe´rents algorithmes e´tudie´s, se´quentiels ou paral-
le`les, pour le calcul du de´terminant et celui du polynoˆme caracte´ristique.
Nous donnons ensuite les re´sultats des tests expe´rimentaux concernant
quelques me´thodes se´quentielles du calcul du polynoˆme caracte´ristique.
Ces re´sultats montrent des performances supe´rieures pour les algorith-
mes de Chistov et de Berkowitz avec un le´ger avantage pour ce dernier.
Les deux derniers chapitres sont consacre´s aux travaux de Valiant
sur un analogue alge´brique de la conjecture P 6= NP, dans lesquels le
de´terminant et le permanent occupent une place centrale. Bien qu’on
ait tre`s peu d’ide´es sur la manie`re de re´soudre la conjecture de Valiant
VP 6= VNP, celle-ci semble quand meˆme moins hors de porte´e que la
conjecture algorithmique dont elle s’inspire.
L’annexe contient les codes Maple des algorithmes expe´rimente´s.
Nous avons choisi le logiciel de Calcul Formel Maple essentiellement
pour des raisons de commodite´. Le langage de programmation qui lui
est rattache´ est proche de celui de nombreux autres langages classiques,
permettant de de´finir et de pre´senter de manie`re lisible et efficace les
algorithmes conside´re´s. Les autres langages de calcul formel ge´ne´ralistes
auraient pu aussi bien faire l’affaire. Il n’y aura d’ailleurs aucun mal a`
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imple´menter dans un de ces langages les algorithmes pre´sente´s dans ce
livre. Une liste re´capitulative en est donne´e dans la table page 355.
L’esprit dans lequel est e´crit cet ouvrage
Nous avons en ge´ne´ral donne´ des preuves comple`tes de nos re´sultats,
en accordant une grande place aux exemples. Mais il nous est aussi arrive´
de ne donner qu’une ide´e de la preuve, ou de ne la donner comple`tement
que sur un exemple, ou de renvoyer a` une re´fe´rence. Nous assumons tre`s
consciemment ce que nous avons sacrifie´ de la rigueur formelle au profit
de la compre´hension de (( ce qui se passe )). Nous avons essaye´ de donner
dessins et figures pour illustrer notre texte, tout en ayant conscience
d’en avoir fait bien trop peu.
Nous avons aussi essaye´ de rapprocher cet expose´ de la pratique
concre`te des algorithmes, en de´veloppant chaque fois que nous l’avons
pu des calculs de complexite´ dans lesquels nous explicitons les constantes
(( cache´es dans le grand O )), sans la connaissance desquelles les re´sultats
the´oriques n’ont pas de re´elle porte´e pratique, et peuvent eˆtre trompeurs.
Le niveau requis pour lire ce livre est seulement une bonne fami-
liarite´ avec l’alge`bre line´aire. Le mieux serait e´videmment d’avoir lu
auparavant cette perle rare qu’est le livre de Gantmacher [Gan]. On
peut recommander aussi le grand classique (toujours disponible) [LT]
de Lancaster & Tismenetsky. Il est naturellement pre´fe´rable, mais pas
indispensable, d’avoir une ide´e des concepts de base de la complexite´
binaire pour lesquels nous recommandons les ouvrages [BDG] et [Ste].
Enfin, sur les algorithmes en ge´ne´ral, si vous n’avez pas lu le livre de
Knuth [Knu] parce que vous comprenez mal l’anglais ou que vous eˆtes
plutoˆt habitue´s a` la langue de Voltaire, avant meˆme de commencer la
lecture de notre ouvrage, e´crivez une lettre a` tous les e´diteurs scienti-
fiques en leur demandant par quelle aberration la traduction en franc¸ais
n’a pas encore e´te´ faite.
Pour aller au dela` en Calcul Formel nous recommandons les livres
de von zur Gathen & Gerhard [GG], Bini & Pan [BP], Bu¨rgisser, Clau-
sen & Shokrollahi [BCS], Bu¨rgisser [Bur] et le Handbook of Computer
Algebra [GKW].
Nous espe´rons que notre livre contribuera a` mieux faire saisir l’impor-
tance de la complexite´ alge´brique a` un moment ou` les mathe´matiques
constructives et les solutions algorithmiques se de´veloppent de manie`re
rapide et commencent a` occuper de plus en plus une place essentielle
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dans l’enseignement des Mathe´matiques, de l’Informatique et des Sciences
de l’inge´nieur.
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1. Rappels d’alge`bre
line´aire
Introduction
Ce chapitre est consacre´ a` des rappels d’alge`bre line´aire insistant
sur quelques identite´s alge´briques lie´es aux de´terminants et polynoˆmes
caracte´ristiques. Notre but est double. D’une part fixer les notations
et donner les formules qui justifieront les algorithmes de calcul de ces
objets. D’autre part, donner une ide´e de l’e´tendue des applications qui
pourront eˆtre tire´es de ces calculs.
La section 1.1 fixe les notations et rappelle la formule de Binet-
Cauchy ainsi que les identite´s de Cramer et de Sylvester. La section
1.2 est consacre´e au polynoˆme caracte´ristique et a` la formule de Sa-
muelson. Dans la section 1.3 nous e´tudions le polynoˆme minimal et les
sous-espaces de Krylov. La section 1.4 est consacre´e aux suites re´curren-
tes line´aires. Nous rappelons les identite´s lie´es aux sommes de Newton
dans la section 1.5. La section 1.6 aborde les me´thodes du calcul modu-
laire. Enfin la section 1.7 est consacre´e a` l’inverse de Moore-Penrose et
a` ses ge´ne´ralisations.
1.1 Quelques proprie´te´s ge´ne´rales
1.1.1 Notations
Dans cet ouvrage A est un anneau commutatif et unitaire 1 et K
un corps commutatif. Pour deux entiers positifs quelconques m et n,
Am×n de´signe l’ensemble des matrices de m lignes et n colonnes a`
coefficients dans A.
1. Si A n’est pas unitaire, on peut toujours le plonger dans un anneau avec unite´
(cf. [Jac]).
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Soit A = (aij) ∈ An×n une matrice carre´e d’ordre n ≥ 2 a` coeffi-
cients dans A et soit un entier r (1 ≤ r ≤ n). On adopte les notations
suivantes :
– Ir est la matrice unite´ d’ordre r.
– det(A) de´signe le de´terminant de A : par de´finition, c’est le poly-
noˆme en les aij de´fini par la meˆme formule que dans le cas d’une
matrice a` coefficients dans un corps, autrement dit det(A) est
donne´ par :
det(A) =
∑
σ
ε(σ)
n∏
i=1
ai,σ(i)
ou` σ parcourt l’ensemble des permutations de l’ensemble d’indices
{1, . . . , n} et ou` ε(σ) est la signature de la permutation σ. Lorsque
cela ne preˆte pas a` confusion, nous noterons parfois |A| au lieu de
det(A) le de´terminant de A .
– Tr(A) est la trace de A, c’est-a`-dire la somme de ses e´le´ments
diagonaux.
– La comatrice de A est la matrice (dij)1≤i,j≤n ou` chaque dij est
le cofacteur de l’e´le´ment en position (i, j) dans A, c’est-a`-dire
dij = (−1)i+jdet(Bij)
ou` Bij est la matrice obtenue a` partir de A en supprimant la
i - e`me ligne et la j - e`me colonne.
– On a alors les formules de de´veloppement de det(A) (suivant la
i - e`me ligne ou suivant la j - e`me colonne) valables sur un anneau
commutatif arbitraire :
det(A) =
n∑
k=1
aik dik =
n∑
k=1
akj dkj (1 ≤ i, j ≤ n) .
– Adj(A) de´signe la matrice adjointe de A. C’est la transpose´e de
la comatrice de A. Rappelons qu’elle ve´rifie la double e´galite´ :
AAdj(A) = Adj(A)A = det(A) In . (1.1)
Maintenant A = (aij) ∈ Am×n de´signe une matrice quelconque a` coef-
ficients dans A et r un entier ∈ {1, . . . ,min(m,n)}.
– Un mineur d’ordre r de A est le de´terminant d’une matrice carre´e
extraite de A en supprimant m− r lignes et n− r colonnes.
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– Ai..j,h..k de´signe la matrice extraite de A sur les lignes de i a` j et
sur les colonnes de h a` k (i ≤ j ≤ m, h ≤ k ≤ n). Si j− i = k−h
on note ah..ki..j = det(Ai..j,h..k) le mineur correspondant.
– Plus ge´ne´ralement, si α = {α1, . . . , αr} avec 1 ≤ α1 < · · · < αr ≤
m et β = {β1, . . . , βs} avec 1 ≤ β1 < · · · < βs ≤ n on notera
Aα,β la matrice extraite de A sur les lignes (resp. les colonnes)
dont les indices sont en ordre croissant dans α (resp. dans β).
– Les sous-matrices principales sont les sous-matrices dont la dia-
gonale principale est extraite de celle de A. On appellera mineurs
principaux de A les de´terminants des sous-matrices principales de
A. Comme cas particulier, Ar de´signe la sous-matrice A1..r,1..r :
nous dirons que c’est une sous-matrice principale dominante de
A. Son de´terminant est appele´ un mineur principal dominant.
– Ai,h..k = (aih, . . . , aik) = Ai..i,h..k est la matrice-ligne extraite de
la i - e`me ligne de A sur les colonnes de h a` k. On pose de meˆme
Ai..j,h =
t(aih, . . . , ajh) = Ai..j,h..h.
– On de´finit a
(r)
ij =
∣∣∣∣ Ar A1..r,jAi,1..r aij
∣∣∣∣ pour tous entiers r, i, j tels
que 1 ≤ r ≤ min(m,n) − 1 et r < i ≤ m, r < j ≤ n, le mineur
d’ordre r + 1 de A obtenu en bordant la sous-matrice principa-
le dominante Ar par les coefficients correspondants de la i - e`me
ligne et de la j - e`me colonne de A, ce qui fait par exemple que
|Ar| = a(r−1)rr . Par convention on pose a(0)ij = aij et a(−1)00 = 1.
Parmi les proprie´te´s du de´terminant qui restent valables dans un
anneau commutatif arbitraire, on doit citer en premier la line´arite´ par
rapport a` chaque ligne et par rapport a` chaque colonne. La deuxie`me
proprie´te´ la plus importante est son caracte`re alterne´, c’est-a`-dire qu’il
s’annule si deux lignes ou si deux colonnes sont e´gales. On de´duit de ces
proprie´te´s que le de´terminant d’une matrice carre´e ne change pas si on
ajoute a` une ligne (resp. a` une colonne) une combinaison line´aire des
autres lignes (resp. des autres colonnes).
Plus ge´ne´ralement, on peut citer toutes les proprie´te´s qui rele`vent
d’identite´s alge´briques. Par exemple l’e´galite´ det(AB) = det(A)det(B),
ou encore le the´ore`me de Cayley-Hamilton (qui peut eˆtre vu, pour une
matrice carre´e d’ordre n, comme une famille de n2 identite´s alge´bri-
ques). Ces identite´s sont ve´rifie´es lorsque les coefficients sont re´els, elles
sont donc vraies dans tous les anneaux commutatifs (un polynoˆme en k
variables a` coefficients entiers est identiquement nul si et seulement si il
s’annule sur Zk).
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1.1.2 Formule de Binet-Cauchy
C’est une formule qui ge´ne´ralise l’e´galite´ det(AB) = det(A)det(B)
au cas d’un produit AB avec A ∈ Am×n et B ∈ An×m (m < n ) : pour
chaque m-uple β = β1, . . . , βm extrait en ordre croissant de {1, . . . , n} ,
on conside`re A1..m,β la matrice extraite de A sur les colonnes β1, . . . , βm
et Bβ,1..m la matrice extraite
2 de B sur les lignes β1, . . . , βm, alors on
a la formule de Binet-Cauchy (cf. [Gan] p. 9) :
det(AB) =
∑
β
det(A1..m,β) det(Bβ,1..m) (1.2)
(la somme comporte Cmn termes).
Pour le ve´rifier, on pose A = (aij) ∈ Am×n , B = (bij) ∈ An×m et
on utilise les proprie´te´s e´le´mentaires des de´terminants pour obtenir la
suite d’e´galite´s imme´diates suivantes (avec des notations e´videntes) :
det(AB) =
∣∣∣∣∣∣∣
∑n
i1=1
a1, i1bi1,1 . . .
∑n
im=1
a1, imbim,m
...
...
...∑n
i1=1
am, i1bi1,1 . . .
∑n
im=1
am, imbim,m
∣∣∣∣∣∣∣
=
∑
1≤i1 , i2 , ... ,im≤n
∣∣∣∣∣∣∣
a1, i1bi1,1 . . . a1, imbim,m
...
...
...
am, i1bi1,1 . . . am, imbim,m
∣∣∣∣∣∣∣
=
∑
1≤i1 , i2 , ... , im≤n
bi1,1×bi2,2×· · ·×bim,m×
∣∣∣∣∣∣∣
a1, i1 . . . a1, im
...
...
...
am, i1 . . . am, im
∣∣∣∣∣∣∣ .
Parmi les nm termes de cette somme, il n’y a que m! Cmn termes qui
risquent de ne pas eˆtre nuls 3. Ce sont, pour chacun des Cmn multi-indices
β = (β1, β2, . . . , βm ) avec 1 ≤ β1 < β2 < . . . < βm ≤ n , les m! termes
correspondant aux multi-indices (i1, i2, . . . , im) tels que :
{ i1, i2, . . . , im } = {β1, β2, . . . , βm } .
2. A1..m,β et Bβ,1..m sont des matrices carre´es d’ordre m.
3. a` cause du fait qu’un de´terminant ayant deux colonnes identiques est nul ; c’est
d’ailleurs la raison simple pour laquelle det(AB) = 0 lorsque m > n.
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On regroupe ces termes en Cmn sommes partielles. Chaque somme par-
tielle correspond a` une valeur β du multi-indice (β1, β2, . . . , βm) et
comporte m! termes dans lesquels on peut mettre en facteur :∣∣∣∣∣∣∣
a1, β1 . . . a1, βm
...
...
...
am,β1 . . . am,βm
∣∣∣∣∣∣∣ = det(A1..m,β) .
Il suffit alors d’utiliser la de´finition du de´terminant de la matrice Bβ,1..m
pour voir que la somme partielle correspondant au multi-indice β n’est
autre que :
∣∣∣∣∣∣∣
bβ1 , 1 . . . bβ1 ,m
...
...
...
bβm , 1 . . . bβm ,m
∣∣∣∣∣∣∣ det(A1..m,β). Ce qui donne :
det(AB) =
∑
1≤β1<β2<...<βm≤n
det(A1..m,β) × det(Bβ,1..m) . 2
1.1.3 Rang, de´terminant et identite´s de Cramer
Une matrice carre´e est dite re´gulie`re si elle est inversible, c’est-a`-dire
si son de´terminant est inversible dans A, et singulie`re si son de´termi-
nant est nul. Une matrice (non ne´cessairement carre´e) est dite fortement
re´gulie`re si toutes ses sous-matrices principales dominantes sont re´gu-
lie`res (i.e. tous les mineurs principaux dominants sont inversibles dans
l’anneau de base conside´re´).
Lorsque A est suppose´ inte`gre, on de´signera par rg(M) le rang
d’une matrice M quelconque a` coefficients dans A, c’est-a`-dire l’ordre
maximum des mineurs non nuls de M.
Utilisant les notations ci-dessus, nous rappelons maintenant quelques
re´sultats e´le´mentaires d’alge`bre line´aire dont certains seront accompa-
gne´s de bre`ves de´monstrations.
Comme nous travaillerons souvent avec un anneau commutatif ar-
bitraire A, nous aurons besoin de la notion de A – module, qui est la
ge´ne´ralisation aux anneaux de la notion d’espace vectoriel sur un corps.
Un A – module M est par de´finition un groupe abe´lien (la loi de groupe
est note´e +) muni d’une loi externe A ×M → M, (a, x) 7→ a.x qui
ve´rifie les axiomes usuels (pour tous a, b ∈ A et x, y ∈M) :
1.x = x
a.(b.x) = (ab).x
(a+ b).x = a.x+ b.x
a.(x+ y) = a.x+ a.y
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Nous ne conside´rerons dans cet ouvrage que des modules libres de di-
mension finie, c’est-a`-dire isomorphes a` An, ou parfois le module AN.
Dans le cas ou` il est inte`gre, l’anneau A peut eˆtre plonge´ dans
son corps des fractions qui est note´ FA, et tout A – module libre de
dimension finie (isomorphe a` un module An) peut eˆtre conside´re´ comme
inclus dans un FA – espace vectoriel (isomorphe a` (FA)n). Le rang d’une
matrice est alors e´gal a` son rang usuel si on conside`re que ses coefficients
sont dans le corps FA.
Dans la suite, chaque fois que l’hypothe`se d’inte´grite´ sur A doit
intervenir, elle sera clairement souligne´e.
Proprie´te´ 1.1.1 Soit A un anneau inte`gre. Pour toutes matrices car-
re´es M et N d’ordre n ≥ 2, a` coefficients dans A, on a :
(i) MN = 0 =⇒ rg(M) + rg(N) ≤ n;
(ii) Adj(M) = 0 ⇐⇒ rg(M) ≤ n− 2.
Preuve. (i) provient du fait que si u et v sont deux endomorphis-
mes d’un FA – espace vectoriel de dimension finie n, alors : dim(Imu) +
dim(Keru) = n et (u ◦ v = 0 ⇒ Im v ⊆ Keru).
(ii) de´coule du fait que si Adj(M) = 0, tous les mineurs d’ordre n − 1
de M sont nuls, et re´ciproquement. uunionsq
Proprie´te´ 1.1.2 A e´tant un anneau inte`gre, le rang de la matrice
adjointe de toute matrice carre´e singulie`re M ∈ An×n (n ≥ 2) est au
plus e´gal a` 1, et on a les e´quivalences :
Adj(M) 6= 0 ⇐⇒ rg(M) = n− 1 ⇐⇒ rg(Adj(M)) = 1.
Preuve. C’est une conse´quence de la proprie´te´ 1.1.1 sachant que, par
hypothe`se, M Adj(M) = det(M) In = 0. uunionsq
Proprie´te´ 1.1.3 Soit A un anneau commutatif arbitraire. Pour tous
entiers n, p ≥ 2 et toutes matrices P ∈ Ap×n, M ∈ An×n et Q ∈ An×p,
on a l’implication :
det(M) = 0 =⇒ det(P Adj(M)Q) = 0
Preuve.
• Supposons tout d’abord l’anneau A inte`gre.
La proprie´te´ (1.1.2) nous permet alors d’e´crire :
det(M) = 0 ⇒ rg(Adj(M)) ≤ 1 ⇒ rg(P Adj(M)Q) ≤ 1 < p
et de conclure.
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• Voyons maintenant le cas ou` A n’est pas inte`gre, et commenc¸ons par
le cas ge´ne´rique. Conside´rons pour cela l’anneau Z[a1, a2, . . . , at] = Z[a]
ou` t = n2 + 2np et ou` les ai sont des variables repre´sentant les entre´es
des matrices M, P et Q. Il est bien connu que det(M) ∈ Z[a] est un
polynoˆme irre´ductible dans cet anneau et que donc Z[a] /〈det(M)〉 est
un anneau inte`gre. Comme dans cet anneau det(M) = 0 , on est ramene´
au cas pre´ce´dent et l’on a : det(P Adj(M)Q) = 0 dans Z[a] /〈det(M)〉 .
Ceci prouve l’existence d’un polynoˆme f(a) ∈ Z[a] ve´rifiant l’identite´ :
det(P Adj(M)Q) = f(a) det(M)
(le polynoˆme f(a) peut eˆtre calcule´ par un algorithme de division exacte
dans l’anneau Z[a]). Cette identite´ alge´brique est ve´rifie´e dans tout an-
neau commutatif, ce qui permet de conclure dans le cas ge´ne´ral. uunionsq
Proposition 1.1.4 (Identite´s de Cramer) Soit A un anneau commu-
tatif arbitraire et A ∈ Am×n. Notons Cj la j- e`me colonne de A (Cj =
A1..m,j) et Bj la matrice extraite de A en supprimant la colonne Cj.
1. Si n = m+ 1 et si µj = det(Bj) on a :∑n
j=1
(−1)j µj Cj = 0 (1.3)
2. Supposons n ≤ m et que tous les mineurs d’ordre n de A sont
nuls. Soit α = α1, . . . , αn−1 extrait en ordre croissant de {1, . . . ,
m}. Soit Dj = (Bj)α,1..n−1 ∈ A(n−1)×(n−1) la matrice extraite de
Bj en gardant les lignes de α, et soit νj = det(Dj). Alors on a :∑n
j=1
(−1)j νj Cj = 0 (1.4)
Preuve.
Pour le premier point : la coordonne´e no k de
∑n
j=1 (−1)j µj Cj est
e´gale au de´terminant de la matrice obtenue en collant au dessous de A
la ligne no k de A (ceci se voit en de´veloppant ce de´terminant selon la
dernie`re ligne). Cette coordonne´e est donc nulle.
Le deuxie`me point se prouve de manie`re analogue. uunionsq
Ces deux e´galite´s peuvent eˆtre relues sous la forme (( solution d’un
syste`me line´aire )). Pour la premie`re on conside`re A ∈ An×n et V ∈
An×1 on note Ej la matrice obtenue a` partir de A en remplac¸ant la
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colonne Cj par V , et µ
′
j = det(Ej). Alors (1.3) se relit sous la forme
plus classique :
det(A)V =
∑n
j=1
µ′j Cj = A
 µ′1...
µ′n
 = A ·Adj(A) · V (1.5)
On peut e´galement relire (1.4) comme suit. On conside`re une matrice
A ∈ Am×n et V ∈ Am×1 avec m > n. On suppose que tous les mineurs
d’ordre n+ 1 de (A|V ) sont nuls. On note toujours Cj = A1..m,j la j -
e`me colonne de A. On choisit α = α1, . . . , αn extrait en ordre croissant
de {1, . . . ,m}. On conside`re la matrice Fj obtenue a` partir de Aα,1..n
en remplac¸ant la j - e`me colonne par V et on pose να,j = det(Fj). Si
on applique (1.4) avec la matrice (A|V ) ∈ Am×(n+1) on obtient :
det(Aα,1..n)V =
∑n
j=1
να,j Cj (1.6)
Proposition 1.1.5 Soit A un anneau commutatif arbitraire non tri-
vial, c’est-a`-dire dans lequel 1A 6= 0A, et A ∈ Am×n. Les proprie´te´s
suivantes sont e´quivalentes :
1. Pour tout V ∈ Am×1 il existe X ∈ An×1 tel que AX = V .
Autrement dit, l’application line´aire ϕ : An → Am de´finie par A
est surjective.
2. Il existe B ∈ An×m tel que AB = Im.
3. On a n ≥ m et il existe une combinaison line´aire des mineurs
d’ordre m de A qui est e´gale a` 1.
Preuve.
(1)⇒ (2) Soit ej le j - e`me vecteur de la base canonique de Am et soit
Xj un vecteur de An tel que AXj = ej . On prend pour matrice B la
matrice dont les colonnes sont les Xj .
(2)⇒ (1) On prend X = B V .
(2)⇒ (3) Montrons que n < m est impossible. Si tel est le cas on rajoute
m− n colonnes nulles a` droite de A et m− n lignes nulles en dessous
de B, on obtient deux matrices carre´es A′ et B′ pour lesquelles on a
det(A′) = det(B′) = 0 et A′ ·B′ = A ·B = Im , ce qui donne 0A = 1A .
Pour la combinaison line´aire, on applique la formule de Binet-Cauchy
(1.2) avec AB = Im.
(3)⇒ (2) Supposons ∑β cβdet(A1..m,β) = 1. La somme est e´tendue
a` tous les β = {β1, . . . , βm} ou` 1 ≤ β1 < · · · < βm ≤ n. On a
A1..m,β = A · (In)1..n,β. Posons Bβ = (In)1..n,β · Adj(A1..m,β). Alors
A ·Bβ = det(A1..m,β) Im. Il suffit donc de prendre B =
∑
β cβ Bβ. uunionsq
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1.1.4 Identite´s de Sylvester
Proprie´te´ 1.1.6 (Une identite´ de Sylvester)
Soit A un anneau commutatif quelconque. Pour tout entier n ≥ 2 et
toute matrice A = (aij) ∈ An×n, on a :
det(A) = ann det(An−1)−An,1..n−1 [Adj(An−1)]A1..n−1,n .
Preuve. Pour obtenir cette formule, il suffit de de´velopper
det(A) =
∣∣∣∣ An−1 A1..n−1,nAn,1..n−1 ann
∣∣∣∣
suivant la dernie`re ligne puis chacun des cofacteurs des e´le´ments de
An,1..n−1 intervenant dans ce de´veloppement suivant la dernie`re colonne
qui n’est autre que A1..n−1,n. uunionsq
Nous allons voir maintenant que la proprie´te´ pre´ce´dente peut eˆtre ge´-
ne´ralise´e a` d’autres partitions de A. E´tant donne´s en effet deux entiers
r et n avec n ≥ 2 et 1 ≤ r < n, on associe a` toute matrice A ∈ An×n
la partition suivante de la matrice A en blocs :
A =
[
Ar A12
A21 A22
]
ou` A12 = A1..r,r+1..n ∈ Ar×(n−r) , A21 = Ar+1..n,1..r ∈ A(n−r)×r et
A22 = Ar+1..n,r+1..n ∈ A(n−r)×(n−r).
On a alors le re´sultat suivant, valable pour tout anneau commutatif
et unitaire A.
Proposition 1.1.7 (Identite´s de Sylvester) Avec les notations ci-
dessus, et pour tous entiers n et r tels que 1 ≤ r ≤ n − 1, on a
les identite´s suivantes, dans lesquelles on a pose´ Br = AdjAr :
|Ar|A =
[
Ar 0
A21 In−r
] [ |Ar| Ir Br A12
0 |Ar|A22 −A21Br A12
]
(1.7)
|Ar|n−r−1|A| = det(|Ar|A22 −A21Br A12) (1.8)
(
a(r−1)rr
)n−r−1
a(n−1)nn =
∣∣∣∣∣∣∣∣
a
(r)
r+1,r+1 . . . a
(r)
r+1,n
...
...
a
(r)
n,r+1 . . . a
(r)
n,n
∣∣∣∣∣∣∣∣ (1.9)
a
(n−3)
n−2,n−2 a
(n−1)
nn =
∣∣∣∣∣ a (n−2)n−1,n−1 a(n−2)n−1,na(n−2)n,n−1 a(n−2)n,n
∣∣∣∣∣ (1.10)
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Preuve.
– L’e´galite´ matricielle (1.7) re´sulte de l’identite´ Ar Br = |Ar| Ir.
– Pour de´montrer (1.8) qui est une identite´ alge´brique, on peut se res-
treindre au cas ou` les coefficients aij de A sont des inde´termine´es. Les
mineurs de A peuvent alors eˆtre vus comme des polynoˆmes non nuls
dans l’anneau inte`gre Z[(aij)1≤i,j≤n]. L’e´galite´ (1.8) est alors obtenue
en prenant les de´terminants des deux membres de l’e´galite´ (1.7) et en
simplifiant par le polynoˆme |Ar|r+1.
– Le premier membre de l’identite´ (1.9) est le meˆme que celui de (1.8).
L’e´galite´ des seconds membres provient du fait que l’e´le´ment de la (i−r) -
e`me ligne et (j − r) - e`me colonne (r + 1 ≤ i, j ≤ n) de la matrice :
det(Ar)A22 −A21 [Adj(Ar)]A12 ∈ A(n−r)×(n−r)
est e´gal a` :
aij det(Ar)−Ai,1..r [Adj(Ar)]A1..r,j
qui n’est autre que a
(r)
ij d’apre`s la proprie´te´ (1.1.6) applique´e a` la
matrice
[
Ar A1..r,j
Ai,1..r aij
]
.
– L’e´galite´ (1.10) est un cas particulier de (1.9) pour r = n− 2. uunionsq
Remarque. Si l’on fait r = n− 1 et par conse´quent
A =
[
An−1 A1..n−1,n
An,1..n−1 ann
]
,
l’e´galite´ (1.8) donne exactement la formule de la proprie´te´ (1.1.6), ce qui
permet d’affirmer que celle-ci est une identite´ de Sylvester particulie`re.
Les identite´s de Sylvester seront utilise´es dans la section 2.2 pour le
calcul des de´terminants par la me´thode de Jordan-Bareiss.
1.2 Polynoˆme caracte´ristique
On appelle matrice caracte´ristique d’une matrice A ∈ An×n la matrice
A−XIn ∈ (A[X])n×n (X de´signe une inde´termine´e sur A ).
Le polynoˆme caracte´ristique de A est, par de´finition, le de´terminant de
sa matrice caracte´ristique ( 4). On le notera PA :
PA(X) = det(A−XIn) = p0Xn + p1Xn−1 + · · ·+ pn−1X + pn .
4. Il serait en fait plus pratique de de´finir comme le fait Bourbaki le polynoˆme
caracte´ristique de A comme le de´terminant de XIn − A, mais nous nous en tenons
a` l’usage le plus re´pandu.
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Notons que p0 = (−1)n , pn = det(A) et que pour 1 ≤ k ≤ n − 1,
le coefficient pk est le produit par (−1)n−k de la somme de tous les
mineurs diagonaux d’ordre k de A ( 5). En particulier :
(−1)n−1 p1 =
n∑
i=1
aii = Tr(A).
1.2.1 Matrice caracte´ristique adjointe
On appelle matrice caracte´ristique adjointe de A ∈ An×n la ma-
trice :
Q(X) = Adj(XIn −A) = (−1)(n−1) Adj(A−XIn) .
C’est, a` un signe pre`s, l’adjointe de la matrice caracte´ristique de A . Elle
peut eˆtre vue comme un polynoˆme matriciel de degre´ n − 1 en X, a`
coefficients dans An×n : en effet, la matrice des cofacteurs de XIn −A
est une matrice n× n dont les e´le´ments diagonaux sont des polynoˆmes
de degre´ n−1 en X et les autres des polynoˆmes de degre´ n−2 en X .
Ce qui fait que la matrice caracte´ristique adjointe de A s’e´crit :
Q(X) = B0X
n−1 +B1Xn−2 + · · ·+Bn−2X+Bn−1 ∈ An×n[X] . (1.11)
D’apre`s l’e´quation (1.1) page 2, on a l’e´galite´ :
(XIn −A)Q(X) = P (X) In ou` P (X) = (−1)n PA(X).
On posera : P (X) = Xn − [ c1Xn−1 + · · ·+ cn−1X + cn ] .
Ainsi le polynoˆme P (X) In est divisible par le polynoˆme (XIn−A) au
sens de la division euclidienne dans l’anneau de polynoˆmes An×n[X].
Pour obtenir les coefficients (matriciels) du quotient Q(X) dans cette
division, on applique la proce´dure de Horner 6 au polynoˆme matriciel
5. Pour s’en convaincre, on peut examiner la formule qui donne par de´finition
PA(−X) = det(A+XIn) et voir quels sont les produits qui contiennent Xn−k. On
peut aussi faire une preuve par re´currence sur n en de´veloppant det(A+XIn) sui-
vant la premie`re colonne.
6. La proce´dure (ou encore sche´ma) de Horner n’est rien d’autre qu’une mise
en forme algorithmique de la division euclidienne d’un polynoˆme P (X) =
∑n
i ciX
i
par un polynoˆme X − a. Le reste, e´gal a` P (a), est alors obtenu sous la forme c0 +
a (c1 + a (c2 + · · ·+ a cn) · · ·). Ceci consitue une e´valuation efficace de P (a), utilisant
un minimum de multiplications. Cette me´thode est en fait identique a` celle de Ch’in
Chiu-Shao employe´e en Chine me´die´vale. Elle a e´te´ rede´couverte par Ruffini (1802)
et Horner (1819). Voir l’Encyclopedia of Mathematics, chez Kluwer (1996).
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P (X) In ∈ An×n[X] avec la constante A ∈ An×n . Le reste Bn = P (A)
est nul ; ce qui donne l’identite´ PA(A) = 0 et fournit en passant une
de´monstration (e´le´gante) du the´ore`me de Cayley-Hamilton.
Le proce´de´ de Horner peut eˆtre repre´sente´ par le sche´ma suivant :
P (X) In In −c1In −c2In . . . −cn−1In −cnIn
A 0 B0 B1 . . . Bn−2 Bn−1 Bn = 0
avec : B0 = In et Bk = ABk−1 − ckIn (1 ≤ k ≤ n) . (1.12)
Cela donne une me´thode rapide et efficace pour calculer, a` partir
des coefficients du polynoˆme caracte´ristique, la matrice caracte´ristique
adjointe, et fournit les relations de´taille´es suivantes utilise´es pour e´tablir
la formule de Samuelson (§ 1.2.2 page ci-contre) :
B1 = A− c1In
B2 = A
2 − c1A− c2In
...
...
...
Bk = A
k − c1Ak−1 − . . .− ck−1A− ckIn
...
...
...
Bn = A
n − c1An−1 − . . .− cn−1A− cnIn = 0
(1.13)
Notons qu’a` la fin de la proce´dure de Horner, on obtient Bn = 0
c’est-a`-dire ABn−1 − cn In = 0 ou encore :
ABn−1 = cn In = (−1)n−1 det(A) In .
Si det(A) est inversible dans A, alors A posse`de un inverse qui peut
eˆtre calcule´ par la formule A−1 = (cn)−1Bn−1.
Notons que Bn−1 = Q(0) = (−1)n−1 Adj(A). Donc
Adj(A) = (−1)(n−1) [An−1 − c1An−2 − · · · − cn−2A− cn−1 In ] .
Ainsi le calcul de la matrice caracte´ristique adjointe nous donne l’ad-
jointe de A. Il nous permet aussi d’obtenir l’inverse de A (s’il existe)
notamment dans les cas ou` la me´thode du pivot de Gauss s’ave´rerait im-
praticable, ce qui se produit lorsque l’anneau contient des diviseurs de
ze´ro. La matrice caracte´ristique adjointe de A sert e´galement, comme
nous le verrons plus loin (voir § 2.5.2 page 84 et suivantes), a` calculer
le polynoˆme caracte´ristique de A par la me´thode de Faddeev-Souriau-
Frame et, dans certains cas, des vecteurs propres non nuls.
Nous allons a` pre´sent l’utiliser pour e´tablir un re´sultat important
pour la suite et faisant l’objet du paragraphe suivant.
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1.2.2 Formule de Samuelson
Utilisant l’e´galite´ 1.11 et les relations 1.13 dans lesquelles on remplace
les coefficients ci par les coefficients pi du polynoˆme caracte´ristique de
A , sachant que pi = (−1)n+1 ci, on obtient l’identite´ alge´brique :
Adj(A−X In) = −
n−1∑
k=0
(∑k
j=0
pj A
k−j
)
Xn−1−k . (1.14)
Cette e´galite´ nous sert a` de´montrer la formule de Samuelson [79] (voir
[Gas], me´thode de partitionnement pp. 291–298, [FF]) .
Proposition 1.2.1 (Formule de Samuelson)
Soit A un anneau commutatif arbitraire, n un entier ≥ 2 , A = (aij) ∈
An×n et r = n− 1 . Notons Pr(X) =
∑r
i=0 qr−iX
i = det(Ar −XIr) le
polynoˆme caracte´ristique de la sous-matrice principale dominante Ar.
Posons Rr := An,1..r et Sr := A1..r,n de sorte que la matrice A est
partitionne´e comme suit :
A :=
[
Ar Sr
Rr ann
]
.
Alors on a :
PA(X) = (an,n −X)Pr(X) +
r−1∑
k=0
(∑k
j=0
qj (Rr A
k−j
r Sr)
)
Xr−1−k .
C’est-a`-dire encore :
PA(X) =
{
(an,n −X)Pn−1(X) +∑n−2
k=0
[
q0 (Rr A
k
r Sr) + · · ·+ qk (Rr Sr)
]
Xn−2−k
(1.15)
Preuve. Tout d’abord on applique l’identite´ de Sylvester donne´e en
1.1.6 a` la matrice (A−XIn). On obtient :
PA(X) = (an,n −X) det(Ar −XIr)−Rr Adj(Ar −XIr)Sr .
Ensuite on applique (1.14) en remplac¸ant A par Ar et n par r :
Adj(Ar −XIr) = −
r−1∑
k=0
(∑k
j=0
qj A
k−j
r
)
Xr−1−k . 2
La formule de Samuelson sera utilise´e dans l’algorithme de Berkowitz.
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1.2.3 Valeurs propres de f(A)
Supposons l’anneau A inte`gre et soit FA son corps des fractions
et L une extension de FA dans laquelle PA se de´compose en produit
de facteurs du premier degre´. Une telle extension est ce qu’on appelle
un corps de de´composition de PA. Tout ze´ro de PA dans L est appele´
valeur propre de A, et sa multiplicite´ est, par de´finition, la multiplici-
te´ alge´brique de la valeur propre de A. Plus ge´ne´ralement, meˆme si A
n’est pas inte`gre, il est parfois utile de l’envoyer dans un corps K par un
homomorphisme d’anneaux unitaires ϕ : A → K. Les valeurs propres de
la matrice A dans K seront alors par de´finition les ze´ros du polynoˆme
ϕ(PA)
def
=
∑n
i=1
ϕ(pi)X
n−i ∈ K[X] .
Soit un polynoˆme f = a0X
m+a1X
m−1 + · · ·+am−1X+am ∈ L[X].
Conside´rons la matrice f(A) = a0A
m+a1A
m−1 + · · ·+am−1A+amIn ∈
Ln×n et les polynoˆmes caracte´ristiques PA et Pf(A) de A et de f(A).
Le lemme suivant exprime alors en particulier le lien entre les valeurs
propres de la matrice A ∈ An×n et celles de la matrice f(A), dans le
cas ou` l’anneau de base A est inte`gre.
Lemme 1.2.2 Soit A un anneau inte`gre, L une extension du corps
des fractions de A, et f un polynoˆme de L[X]. Si le polynoˆme carac-
te´ristique de A s’e´crit :
PA(X) = (−1)n (X − λ1) (X − λ2) · · · (X − λn)
avec les λi ∈ L, alors le polynoˆme caracte´ristique de f(A) s’e´crit :
Pf(A) = (−1)n (X − f(λ1)) (X − f(λ2)) · · · (X − f(λn)).
En particulier, Tr(f(A)) =
∑n
i=1 f(λi) et pour tout k ∈ N, Tr(Ak) =∑n
i=1 λ
k
i .
Preuve. Il suffit de montrer le premier point. Dans le corps L, qui
contient toutes les valeurs propres de la matrice A, celle-ci peut eˆtre
ramene´e a` une forme triangulaire. C’est-a`-dire qu’il existe une matri-
ce triangulaire A′ ∈ Ln×n avec les λi sur la diagonale et une matrice
M ∈ Ln×n inversible telles que A′ = M−1AM . Comme f est un poly-
noˆme, et que A′ est triangulaire de la forme
A′ =

λ1 0 · · · 0
× . . . . . . ...
...
. . .
. . . 0
× · · · × λn

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la matrice f(A′) sera aussi triangulaire, de la forme
f(A′) =

f(λ1) 0 · · · 0
× . . . . . . ...
...
. . .
. . . 0
× · · · × f(λn)
 .
De plus, puisque ΘM : A 7−→ M−1A M est un automorphisme 7 de
l’anneau Ln×n, on a f(A′) = M−1f(A)M , et par suite Pf(A) = Pf(A′) =
(−1)n∏ni=1(X − f(λi)). uunionsq
En fait, il n’est pas ne´cessaire que les deux matrices A et A′ soient
semblables pour conclure que Pf(A) = Pf(A′). Il suffit pour cela que
PA = PA′ , comme l’indique le re´sultat suivant, valable dans un anneau
commutatif arbitraire A.
Proprie´te´ 1.2.3 Soient A et A′ deux matrices carre´es a` coefficients
dans A ayant meˆme polynoˆme caracte´ristique PA = PA′. Alors, pour
tout f ∈ A[X] on a : Pf(A) = Pf(A′).
De´monstration.
Soit B la matrice compagnon du polynoˆme unitaire (−1)nPA(X) =
Xn − (c1Xn−1 + · · ·+ cn−1X + cn), c’est-a`-dire la matrice
B =

0 · · · · · · 0 cn
1 0 · · · 0 cn−1
0
. . .
. . .
...
...
...
. . .
. . . 0
...
0 · · · 0 1 c1
 ∈ An×n .
On ve´rifie sans difficulte´ que PA(X) = PB(X). Il suffit de montrer que
Pf(A) = Pf(B) pour conclure (puisqu’alors on a aussi Pf(A′) = Pf(B)).
On peut e´crire
Pf(B) = Qn(c1, . . . , cn, X) = (−1)nXn +
∑n−1
i=0
qn,i(c1, . . . , cn)X
i .
7. Pre´cise´ment, B = Ln×n est une L - alge`bre, c’est-a`-dire un anneau muni d’une
loi externe (x,A) 7→ x.A (produit d’une matrice par un scalaire) qui ve´rifie les identi-
te´s (x+y).A = x.A+y.A, x.(A+B) = x.A+x.B, x.(y.A) = xy.A, x.(AB) = (x.A)B
et 1.A = A. Et ΘM est un automorphisme de cette structure : un homomorphisme
bijectif d’anneau qui ve´rifie en plus ΘM (x.A) = x.ΘM (A). On en de´duit que pour
tout polynoˆme f ∈ A[X] on a : ΘM (f(A)) = f(ΘM (A)).
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Il s’agit alors de montrer que
Pf(A) = (−1)nXn +
n−1∑
i=0
qn,i(c1, c2, . . . , cn)X
i .
Si l’on conside`re les coefficients de f et les entre´es de A comme inde´ter-
mine´es x1, . . . , x` sur Z (on a ` = n2 + 1 + deg f), e´tablir l’e´galite´ pre´-
ce´dente revient a` de´montrer n identite´s alge´briques dans Z[x1, . . . , x`].
Ces identite´s alge´briques sont ensuite valables dans tout anneau com-
mutatif A, en remplac¸ant les variables formelles xi par des e´le´ments ξi
de A et elles donnent le re´sultat souhaite´.
Or, pour de´montrer ces identite´s alge´briques, il suffit de les ve´rifier sur
un ouvert U de C`, c’est-a`-dire lorsqu’on substitue a` (x1, . . . , x`) un
e´le´ment (ξ1, . . . , ξ`) arbitraire de U .
Pour cela, on conside`re par exemple l’ouvert correspondant a` des matri-
ces (( suffisamment proches )) de la matrice diagonale suivante :
1 0 · · · 0
0 2
. . .
...
...
. . .
. . . 0
0 · · · 0 n
 .
Ces matrices sont diagonalisables puisque leurs valeurs propres restent
distinctes dans l’ouvert conside´re´. Dans ce cas-la`, A et B sont diago-
nalisables avec les meˆmes valeurs propres, et le re´sultat est trivial. uunionsq
1.3 Polynoˆme minimal
Soit K un corps, E un K – espace vectoriel de dimension n > 0
et ϕ : E −→ E un ope´rateur line´aire, repre´sente´ en ge´ne´ral par une
matrice A dans une base donne´e de E.
1.3.1 Polynoˆme minimal et sous-espaces de Krylov
Le polynoˆme minimal de ϕ (ou de A) est par de´finition le polynoˆme
unitaire Pϕ ∈ K[X] engendrant l’ide´al des polynoˆmes f ∈ K[X] tels
que f(ϕ) = 0. A priori, ce polynoˆme peut eˆtre calcule´ par les me´thodes
usuelles d’alge`bre line´aire en cherchant la premie`re relation de de´pen-
dance line´aire entre les (( vecteurs )) successifs : IdE , ϕ, ϕ
2, ϕ3 . . . , de
l’espace vectoriel End(E) ' Kn×n des endomorphismes de E.
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Puisque Pϕ(ϕ) = 0 (the´ore`me de Cayley-Hamilton), on obtient que
Pϕ divise Pϕ.
Par ailleurs, e´tant donne´ un vecteur v ∈ E, le sous-espace ϕ-engendre´
par v (on dit aussi sous-espace de Krylov pour le couple (ϕ, v) ) est, par
de´finition, le sous-espace de E engendre´ par le syste`me de vecteurs
(ϕi(v)) i∈N. On le note Kr(ϕ, v).
Sa dimension n’est autre que le degre´ du polynoˆme unitaire Pϕ,v ∈
K[X] qui engendre l’ide´al {f ∈ K[X] | f(ϕ)(v) = 0} de K[X]. Ce po-
lynoˆme s’appelle le polynoˆme ϕ-minimal de v. Les deux polynoˆmes Pϕ
et Pϕ appartiennent e´videmment a` cet ide´al et on a :
Kr(ϕ, v) = E ⇐⇒ doPϕ,v = n ⇐⇒ Pϕ,v = Pϕ = (−1)nPϕ .
Ainsi, l’existence d’un vecteur v qui ϕ-engendre E suffit pour que le
polynoˆme caracte´ristique de l’endomorphisme ϕ de E soit e´gal (a` un
signe pre`s) a` son polynoˆme minimal :
∃v ∈ E, doPϕ,v = n =⇒ Pϕ = (−1)nPϕ .
Mais la re´ciproque est aussi vraie, comme nous allons le voir bientoˆt.
Remarquons que, comme le polynoˆme Pϕ, le polynoˆme Pϕ,v peut
eˆtre calcule´ par les me´thodes usuelles d’alge`bre line´aire.
Rappelons maintenant la proprie´te´ classique suivante relative a` la
de´composition de E en sous espaces ϕ-stables :
Proprie´te´ 1.3.1 Soit ϕ un endomorphisme de E et f ∈ K[X] tel que
f = f1f2 · · · fr avec pgcd(fi, fj) = 1 pour i 6= j et f(ϕ) = 0. Posons
gi = f/fi, θi = fi(ϕ), ψi = gi(ϕ), Ei = Ker θi. Chaque Ei est un
sous-espace ϕ -stable, on note ϕi : Ei → Ei la restriction de ϕ. Alors :
a) E = E1 ⊕ · · · ⊕ Er.
b) Ei = Imψi, et la restriction de ψi a` Ei induit un automorphisme
de l’espace vectoriel Ei.
c) On a les e´galite´s Pϕ =
∏r
i=1 Pϕi et P
ϕ =
∏r
i=1 P
ϕi.
d) Si (v1, . . . , vr) ∈ E1× · · ·×Er, et v = v1 + · · ·+ vr, on a l’e´galite´
Pϕ,v =
∏r
i=1 P
ϕi,vi.
Preuve. Tout d’abord on remarque que deux endomorphismes de la
forme a(ϕ) et b(ϕ) commutent toujours puisque a(ϕ)◦ b(ϕ) = (ab)(ϕ).
Ensuite il est clair que tout sous-espace du type Ker a(ϕ) ou Im a(ϕ)
est ϕ-stable.
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La preuve des points a) et b) est alors base´e sur les e´galite´s ϕi ◦ψi =
ψi ◦ ϕi = f(ϕ) = 0E et sur l’identite´ de Be´zout u1 g1 + · · ·+ ur gr = 1,
qui implique u1(ϕ) ◦ g1(ϕ) + · · · + ur(ϕ) ◦ gr(ϕ) = IdE , ce qui se lit :
ψ1 ◦ α1 + · · ·+ ψr ◦ αr = IdE , ou` αi = ui (ϕ).
Si on choisit dans chaque Ei une base Bi leur re´union est une base
B de E et la matrice de ϕ sur B est diagonale par blocs, chaque bloc
e´tant la matrice de ϕi sur Bi. Ceci implique Pϕ =
∏r
i=1 Pϕi .
Soit hi = P
ϕi . Il est clair que (h1 · · ·hr)(ϕ) = 0E (car nul sur chaque
Ei), et que les hi sont premiers entre eux 2 a` 2 (car hi divise fi). Si
g(ϕ) = 0, a fortiori g(ϕi) = 0, donc g est multiple des hi, et par suite
multiple de h = h1 · · ·hr. Ceci termine la preuve du point c).
Et la preuve du point d) est analogue, en remplac¸ant hi = P
ϕi par
Pϕi,vi . uunionsq
Proprie´te´ 1.3.2 Soit Pϕ = Pm11 P
m1
2 . . . P
mr
r la de´composition du po-
lynoˆme minimal de ϕ en facteurs premiers distincts P1, P2, . . ., Pr.
On reprend les notations de la proprie´te´ 1.3.1 avec fi = P
mi
i . On pose
en outre Qi = P
ϕ/Pi, Gi = Ker(Qi(ϕ)), Fi = Ker(P
mi−1
i (ϕ)), pour
1 ≤ i ≤ r. Alors E = E1 ⊕ · · · ⊕ Er, chaque Fi est strictement inclus
dans Ei et pour tout v = v1 + · · · + vr (vi ∈ Ei) on a les e´quivalences
suivantes :
v /∈
r⋃
i=1
Gi ⇐⇒ Pϕ,v = Pϕ ⇐⇒
r∧
i=1
Pϕi,vi = Pϕi ⇐⇒
r∧
i=1
vi /∈ Fi.
Preuve. Le fait que E = E1⊕· · ·⊕Er re´sulte de la proprie´te´ 1.3.1 a). La
deuxie`me e´quivalence re´sulte des proprie´te´s 1.3.1 c) et d). La premie`re
e´quivalence est claire : la premie`re condition signifie exactement que le
polynoˆme ϕ-minimal de v ne divise pas strictement le polynoˆme mini-
mal de ϕ. Meˆme chose pour la dernie`re e´quivalence (tout diviseur strict
de Pmii divise P
mi−1
i ). Cette remarque montre aussi que l’inclusion
Fi ⊂ Ei est stricte. uunionsq
Corollaire 1.3.3 Il existe toujours un vecteur v tel que Pϕ,v = Pϕ. En
particulier, si le polynoˆme minimal de ϕ a pour degre´ la dimension de E
(autrement dit si, au signe pre`s, il est e´gal au polynoˆme caracte´ristique)
il existe des vecteurs qui ϕ-engendrent E.
Preuve. Il suffit de prendre v = v1 + · · · + vr avec chaque vi dans
Ei \ Fi. uunionsq
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Ainsi, sauf exception, c’est-a`-dire si l’on choisit v en dehors de la
re´union d’un petit nombre de sous-espaces vectoriels stricts de E, les
Ker(Qi(ϕ)), (cette re´union ne remplit jamais l’espace, meˆme si le corps
de base est fini), le vecteur v convient.
Notons que la preuve pre´ce´dente est peu satisfaisante parce qu’en
ge´ne´ral on ne sait pas calculer la de´composition en facteurs premiers
d’un polynoˆme. Il s’ensuit que notre preuve de l’existence d’un vecteur
qui ϕ-engendre E reste plus the´orique que pratique.
Voici une manie`re de contourner cet obstacle.
Premie`rement on e´tablit le lemme suivant.
Lemme 1.3.4 Si on connaˆıt un polynoˆme Q qui est un facteur strict
d’un polynoˆme P de K[X] on peut, ou bien de´composer P en un pro-
duit P1 P2 de deux polynoˆmes e´trangers, ou bien e´crire P et Q sous
la forme P k1 et P
`
1 (1 ≤ ` < k).
La proce´dure (que nous ne donnons pas en de´tail) consiste a` partir
de la factorisation intitiale P = QQ1 et a` la raffiner au maximum en
utilisant les pgcd’s.
Ensuite on rappelle que les polynoˆmes Pϕ,v et Pϕ peuvent facilement
eˆtre calcule´s par les me´thodes classiques d’alge`bre line´aire.
On de´marre alors avec un v non nul arbitraire. Si Pϕ,v est e´gal a` Pϕ
on a termine´. Sinon, on applique le lemme pre´ce´dent avec P = Pϕ et
Q = Pϕ,v. Dans le premier cas, on applique la proprie´te´ 1.3.1 c) et d)
avec les polynoˆmes P1 et P2. On est ramene´ a` re´soudre le meˆme pro-
ble`me se´pare´ment dans deux espaces de dimensions plus petites. Dans
le deuxie`me cas, on choisit un nouveau v dans le comple´mentaire de
Ker(P k−11 (ϕ)), ce qui fait que le degre´ de son polynoˆme minimal aug-
mente strictement.
Remarque. Toute de´composition E =
⊕k
i=1Ei en sous-espaces Ei
ϕ -stables donne une forme re´duite de ϕ, c’est-a`-dire la repre´sentation
de ϕ dans une base convenable par une matrice diagonale par blocs de
la forme :
A =

A1 0 · · · 0
0 A2
. . .
...
...
. . .
. . . 0
0 · · · 0 Ak
 .
ou` A1, A2, . . . , Ak sont les matrices des endomorphismes ϕi induits
par ϕ dans les sous-espaces Ei. Certaines de ces formes re´duites sont
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dites canoniques, comme la re´duction de Jordan dans le cas ou` le po-
lynoˆme caracte´ristique se factorise en facteurs line´aires sur K. Il existe
d’autres formes re´duites canoniques entie`rement rationnelles, c’est-a`-dire
qui n’utilisent pour le changement de base que des expressions ration-
nelles en les coefficients de la matrice de de´part. Sur le sujet des formes
normales re´duites (et sur bien d’autres) nous recommandons le livre
de Gantmacher ([Gan]) dont on attend toujours la re´e´dition a` un prix
abordable.
1.3.2 Cas de matrices a` coefficients dans Z.
Dans certains algorithmes que nous aurons a` de´velopper par la suite,
nous partirons d’une matrice C a` coefficients dans un anneau inte`gre A
et bien souvent il sera avantageux qu’aucun des calculs interme´diaires
ne produise des e´le´ments qui seraient dans le corps des fractions de A
sans eˆtre dans A.
Se pose alors naturellement la question suivante : les polynoˆmes PC
et PC,v que nous pouvons eˆtre amene´s a` envisager comme re´sultats de
calculs interme´diaires en vue de trouver le polynoˆme caracte´ristique de
C, sont-ils toujours des polynoˆmes a` coefficients dans A ?
Dans le cas de matrices carre´es a` coefficients dans Z, ou dans un
anneau de polynoˆmes Z[x1, . . . , xn] ou Q[x1, . . . , xn], la re´ponse est po-
sitive.
Ce re´sultat n’est pas e´vident. Il est base´ sur les de´finitions et les pro-
prie´te´s qui suivent, pour lesquelles on peut consulter les livres classiques
d’alge`bre (par exemple [Gob] ou [MRR]).
De´finition 1.3.5 Un anneau inte`gre A est dit inte´gralement clos si
tout diviseur unitaire dans FA[X] d’un polynoˆme unitaire de A[X] est
dans A[X].
Avec de tels anneaux les polynoˆmes PC et PC,v sont donc automa-
tiquement a` coefficients dans A.
De´finition 1.3.6 Un anneau inte`gre A est dit anneau a` pgcds si tout
couple d’e´le´ments (a, b) admet un pgcd, c’est-a`-dire un e´le´ment g ∈ A
tel que :
∀x ∈ A ((x divise a et b) ⇐⇒ x divise g) .
Proprie´te´ 1.3.7 Pour qu’un anneau inte`gre soit inte´gralement clos, il
suffit que la proprie´te´ qui le de´finit soit ve´rifie´e pour les diviseurs de
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degre´ 1. Autrement dit, tout ze´ro dans FA d’un polynoˆme unitaire de
A[X] est dans A.
Proprie´te´ 1.3.8 Tout anneau a` pgcds est inte´gralement clos.
Proprie´te´ 1.3.9 Si A est un anneau a` pgcds il en va de meˆme pour
A[x1, . . . , xn].
1.4 Suites re´currentes line´aires
1.4.1 Polynoˆme ge´ne´rateur, ope´rateur de de´calage
Soit E un K – espace vectoriel (resp. un A – module). On conside`re
une suite (an)n∈N d’e´le´ments de E et un entier p ∈ N. Une relation de
re´currence line´aire d’ordre p pour cette suite est de´finie par la donne´e
de p+ 1 e´le´ments c0, c1, . . . , cp de K (resp. de A) ve´rifiant :
∀n ∈ N c0an + c1an+1 + · · ·+ cpan+p = 0 (1.16)
Le polynoˆme h(X) =
∑p
i=0 ciX
i dans K[X] (resp. dans A[X]) est
appele´ un polynoˆme ge´ne´rateur de la suite (an). Lorsque le coefficient
cp est inversible, la suite est alors de´termine´e par la donne´e de a0,
a1, . . . , ap−1 car elle peut ensuite eˆtre construite par re´currence : elle
est en quelque sorte (( engendre´e )) par le polynoˆme h, ce qui justifie la
terminologie adopte´e. Une suite re´currente line´aire dans E est une suite
(an)n∈N d’e´le´ments de E qui posse`de un polynoˆme ge´ne´rateur dont le
coefficient dominant est inversible.
On interpre`te cette situation de la manie`re suivante en alge`bre li-
ne´aire. On appelle S le K – espace vectoriel (resp. le A – module) EN
forme´ de toutes les suites (un)n∈N a` valeurs dans E. On note Φ : S → S
l’ope´rateur de de´calage qui donne pour image de (un)n∈N la suite de´cale´e
d’un cran (un+1)n∈N. Il est clair que l’ope´rateur de de´calage est un
ope´rateur line´aire. Dire que la suite a = (an)n∈N ve´rifie la relation de
re´currence line´aire (1.16) se traduit exactement, en langage un peu plus
abstrait, par :
a ∈ Ker(h(Φ)) .
Cela montre que les polynoˆmes ge´ne´rateurs d’une suite re´currente line´-
aire donne´e forment un ide´al de K[X] (resp. de A[X]). Dans le cas d’un
corps et d’une suite re´currente line´aire, comme K[X] est un anneau
principal, cet ide´al (non nul) est engendre´ par un polynoˆme unitaire
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unique qu’on appelle le polynoˆme ge´ne´rateur minimal ou simplement le
polynoˆme minimal de la suite. Nous le noterons Pa. Nous allons voir
plus loin que ce polynoˆme peut effectivement eˆtre calcule´, de`s qu’on
connaˆıt un polynoˆme ge´ne´rateur de la suite re´currente line´aire.
Conside´rons maintenant un polynoˆme unitaire fixe´
f(X) = Xp −
p−1∑
i=0
biX
i
dans K[X] (resp. dans A[X]). Le K – espace vectoriel (resp. le A – mo-
dule) Ker(f(Φ)) forme´ des suites re´currentes line´aires dans E pour
lesquelles f est un polynoˆme ge´ne´rateur sera note´ Sf . Il est isomorphe
a` Kp (resp. Ap) et une base canonique est fournie par les p suites 8
e(i) (i = 0, . . . , p − 1) telles que e(i)(j) = δij pour j = 0, . . . , p − 1, ou`
δij est le symbole de Kronecker (δij = 1 si i = j et δij = 0 si i 6= j).
Pour une suite re´currente line´aire arbitraire a = (an)n∈N dans Sf on a
alors : a =
∑p−1
j=0 aje
(j).
Il est clair que Sf est stable par Φ. Notons Φf la restriction de
Φ a` Sf . On constate imme´diatement que la matrice de Φf sur la base
canonique (e(p−1), . . . , e(1), e(0)) est la matrice compagnon du polynoˆ-
me f :
Cf =

0 · · · 0 b0
Ip−1
b1
...
bp−1
 =

0 · · · · · · 0 b0
1 0 · · · 0 b1
0
. . .
. . .
...
...
...
. . .
. . . 0
...
0 · · · 0 1 bp−1
 .
En particulier PΦf ,e
(1)
= PΦf = PΦf = f . En outre, par simple applica-
tion des de´finitions on obtient PΦf ,a = Pa.
Comme exemples importants de suites re´currentes line´aires, on peut
citer :
– la suite re´currente line´aire forme´e des puissances (An)n∈N d’une
matrice A ∈ Km×m dont le polynoˆme ge´ne´rateur minimal n’est autre
que le polynoˆme minimal PA de la matrice ;
– pour des vecteurs donne´s u, v ∈ Km×1, les suites re´currentes line´-
aires (An v)n∈N et ( tuAn v)n∈N dont les polynoˆmes minimaux, note´s
respectivement PA,v et PA,vu , sont alors tels que : P
A,v
u divise PA,v et
PA,v divise PA.
8. Chacune de ces suites est e´videmment de´finie par ses p premiers termes.
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1.4.2 Suites re´currentes line´aires et matrices de Hankel
Comme le montre la discussion qui suit, l’e´tude des suites re´currentes
line´aires est e´troitement lie´e a` celle des matrices de Hankel.
Une matrice de Hankel est une matrice (pas ne´cessairement carre´e)
H = (vij) dont les coefficients sont constants sur les diagonales mon-
tantes : vij = vhk si i+ j = h+ k.
Les matrices de Hankel fournissent un exemple de matrices struc-
ture´es. L’autre exemple le plus important est celui des matrices de
Toeplitz, celles dont les coefficients sont constants sur les diagonales des-
cendantes : vij = vhk si i− j = h− k.
Remarquons qu’une matrice de Hankel carre´e d’ordre n est une ma-
trice syme´trique et que les produits H Jn et JnH d’une matrice de
Hankel H carre´e d’ordre n par la matrice de Hankel particulie`re Jn :
Jn =

0 0 · · · 0 1
0 0 · · · 1 0
...
...
...
...
0 1 · · · 0 0
1 0 · · · 0 0

sont des matrices de Toeplitz. Cette matrice de permutation d’ordre n
permet de renverser l’ordre des n colonnes (resp. des n lignes) d’une
matrice lorsque celle-ci est multiplie´e a` droite (resp. a` gauche) par la
matrice Jn : c’est pourquoi on l’appelle matrice de renversement ou
encore matrice d’arabisation du fait qu’elle permet d’e´crire de droite a`
gauche les colonnes que l’on lit de gauche a` droite et inversement.
Inversement, les produits Jn T et T Jn d’une matrice de Toeplitz T
carre´e d’ordre n par la matrice Jn sont des matrices de Hankel.
Une matrice structure´e est de´termine´e par la donne´e de beaucoup
moins de coefficients qu’une matrice ordinaire de meˆme taille. Par exem-
ple une matrice de Hankel (resp. de Toeplitz) de type (n, p) est de´ter-
mine´e par la donne´e de n + p − 1 coefficients : ceux des premie`re
ligne et dernie`re (resp. premie`re) colonne. Cela rend ces matrices parti-
culie`rement importantes pour les (( grands calculs )) d’alge`bre line´aire.
Si a = (an)n∈N est une suite arbitraire et si i, r, p ∈ N nous noterons
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H
a
i,r,p la matrice de Hankel suivante, qui posse`de r lignes et p colonnes :
H
a
i,r,p =

ai ai+1 ai+2 . . . ai+p−1
ai+1 ai+2 ai+p
ai+2
...
...
ai+r−1 ai+r . . . . . . ai+r+p−2
 .
Le fait suivant est une simple constatation.
Fait 1.4.1 Reprenant les notations ci-dessus, une suite a est une suite
re´currente line´aire avec f comme polynoˆme ge´ne´rateur si et seulement
si sont ve´rifie´es pour tous i, r ∈ N les e´quations matricielles
H
a
i,r,p Cf = H
a
i+1,r,p (1.17)
Ou ce qui revient au meˆme, en transposant, tCf H
a
i,p,r = H
a
i+1,p,r. Na-
turellement, il suffit que ces e´quations soient ve´rife´es lorsque r = 1.
On en de´duit
H
a
i,r,p (Cf )
k = H
a
i+k,r,p (1.18)
et donc on a aussi :
Fait 1.4.2 Sous les meˆmes hypothe`ses, dans toute matrice H
a
i,r,p+k les
k dernie`res colonnes sont combinaisons line´aires des p premie`res. Et,
par transposition, dans toute matrice H
a
i,p+k,s les k dernie`res lignes
sont combinaisons line´aires des p premie`res.
On en de´duit la proposition suivante.
Proposition 1.4.3 Avec les notations ci-dessus, et dans le cas d’un
corps K, si a est une suite re´currente line´aire qui admet f pour polynoˆ-
me ge´ne´rateur, le degre´ d de son polynoˆme ge´ne´rateur minimal Pa est
e´gal au rang de la matrice de Hankel H
a
0,p,p. Les coefficients de P
a(X) =
Xd −∑d−1i=0 giXi ∈ K[X] sont l’unique solution de l’e´quation
H
a
0,d,d CPa = H
a
d,d,1 (1.19)
c’est-a`-dire encore l’unique solution du syste`me line´aire
a0 a1 a2 · · · ad−1
a1 a2 .
. . ad
a2 .
. . . .
. ...
... . .
.
. .
. ...
ad−1 ad · · · · · · a2d−2


g0
g1
g2
...
gd−1
 =

ad
ad+1
ad+2
...
a2d−1
 .
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Preuve. Conside´rons la premie`re relation de de´pendance line´aire entre
les colonnes de H
a
0,p,p, et appelons g le polynoˆme unitaire correspon-
dant, qui ve´rifie
tCg H
a
0,d,p = H
a
1,d,p .
Cela donne l’e´quation tCg H
a
0,d,p = H
a
0,d,p Cf d’ou` imme´diatement par
re´currence sur k :
( tCg)
k H
a
0,d,p = H
a
0,d,p (Cf )
k = H
a
k,d,p ,
et donc
tCg H
a
k,d,p = H
a
k+1,d,p .
A fortiori, pour tout k on a :
tCg H
a
k,d,1 = H
a
k+1,d,1 ,
et cela signifie que g est e´galement un polynoˆme ge´ne´rateur pour la
suite a.
On laisse le soin a` la lectrice et au lecteur de finir la preuve. uunionsq
1.5 Polynoˆmes syme´triques et relations de New-
ton
Soit A un anneau commutatif unitaire et A [x1, . . . , xn] l’alge`bre
sur A des polynoˆmes a` n inde´termine´es x1, . . . , xn.
Tout polynoˆme f ∈ A [x1, . . . , xn] s’e´crit de manie`re unique comme
une somme finie de monoˆmes distincts aJ x
J = aJ x
j1
1 · · ·xjnn ou` J =
(j1, . . . , jn) ∈ Nn et aJ ∈ A :
f =
∑
J
aJ x
j1
1 · · ·xjnn
ou` la somme porte sur une partie finie de Nn. On a souvent inte´reˆt
a` donner un bon ordre sur les termes xJ = xj11 · · ·xjnn pour faire des
preuves par induction. Il suffit par exemple d’ordonner les inde´termine´es
(x1 < x2 < · · · < xn) pour de´finir un bon ordre sur les termes xJ , par
exemple l’ordre lexicographique, ou l’ordre lexicographique subordonne´
au degre´ total.
On e´crit souvent aussi le polynoˆme comme somme de ses composan-
tes homoge`nes
f =
∑n
h=0
fh ,
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ou` n est le degre´ total de f et fh la composante homoge`ne de degre´
h de f . Une manie`re simple de voir les composantes homoge`nes d’un
polynoˆme f ∈ A [x1, . . . , xn] est de conside´rer une nouvelle inde´termi-
ne´e z et le polynoˆme en z : g(z) = f(x1z, . . . , xnz) ∈ A [x1, . . . , xn] [z].
La composante homoge`ne fh n’est autre que le coefficient de z
h dans
g(z).
De´signant par Sn le groupe des permutations de {1, 2, . . . , n}, un
polynoˆme f ∈ A [x1, . . . , xn] est dit syme´trique si son stabilisateur par
l’action
f = f(x1, . . . , xn)
τ7−→ τf = f(xτ(1), . . . , xτ(n))
de Sn sur A [x1, . . . , xn] est le groupe Sn tout entier. C’est-a`-dire en-
core si les monoˆmes d’une meˆme orbite de Sn figurent dans l’expression
de f avec le meˆme coefficient.
Des polynoˆmes syme´triques importants sont les sommes de Newton
a` n inde´termine´es :
Sk(x1, . . . , xn) =
∑n
i=1
xki ∈ A [x1, . . . , xn] (k ∈ N) (1.20)
On notera A [x1, . . . , xn]sym l’ensemble des polynoˆmes syme´triques
en x1, . . . , xn sur A. C’est une sous-alge`bre propre de A [x1, . . . , xn]. Il
est bien connu (la de´monstration peut se faire par re´currence en utili-
sant l’ordre lexicographique) que tout polynoˆme syme´trique s’exprime de
manie`re unique comme polynoˆme en σ1, σ2, . . . , σn ou` les σp (1 ≤ p ≤ n)
sont les polynoˆmes syme´triques e´le´mentaires en x1, x2, . . . , xn :
σp =
∑
1≤i1<i2<···<ip≤n
xi1xi2 · · ·xip ·
Cela signifie que l’homomorphisme de A –alge`bres
ϕ : A [y1, . . . , yn] −→ A [x1, . . . , xn]sym
de´fini par
ϕ(f(y1, . . . , yn)) := f(σ1, σ2, . . . , σn)
est un isomorphisme.
En outre, lorsque A est inte`gre, FA de´signant le corps des fractions
de A, cet isomorphisme ϕ se prolonge de manie`re unique en un isomor-
phisme de FA – alge`bres, de FA(y1, . . . , yn) vers FA(x1, . . . , xn)sym, qui
est par de´finition la sous-alge`bre de FA(x1, . . . , xn) forme´e des fractions
rationnelles invariantes par permutation des variables. Autrement dit,
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toute fraction rationnelle sur FA, syme´trique en x1, . . . , xn, s’e´crit de
manie`re unique comme une fraction rationnelle en σ1, . . . , σn sur FA. On
exprime ce fait en disant que (σ1, . . . , σn) est un syste`me fondamental
de polynoˆmes syme´triques en x1, . . . , xn sur le corps FA. Plus ge´ne´ra-
lement :
De´finition 1.5.1 E´tant donne´ un anneau commutatif unitaire A (resp.
un corps K), et n inde´termine´es x1, . . . , xn sur cet anneau (resp. ce
corps), on appelle syste`me fondamental de polynoˆmes syme´triques en
x1, . . . , xn sur l’anneau A (resp. fractions rationnelles syme´triques en
x1, . . . , xn sur le corps K) tout syste`me (f1, . . . , fn) de n e´le´ments de
A [x1, . . . , xn]sym (resp. de K(x1, . . . , xn)sym) ve´rifiant A [x1, . . . , xn]sym
= A [f1, . . . , fn] (resp. K(x1, . . . , xn)sym = K(f1, . . . , fn)).
Attention a` l’ambiguite´ de langage : un syste`me fondamental sur le
corps K n’est pas ne´cessairement un syste`me fondamental sur l’anneau
K, meˆme s’il est forme´ de polynoˆmes. Par contre, un syste`me fondamen-
tal sur l’anneau inte`gre A est toujours un syste`me fondamental sur le
corps FA.
La de´finition d’un syste`me fondamental sur un corps K implique
l’inde´pendance alge´brique du syste`me (f1, f2, . . . , fn) et garantit l’uni-
cite´ de l’expression rationnelle, dans ce syste`me fondamental, de toute
fraction rationnelle syme´trique sur K.
Les relations dites de Newton permettent d’exprimer les sommes de
Newton dans le syste`me fondamental des polynoˆmes syme´triques e´le´-
mentaires.
Proposition 1.5.2 (Relations de Newton) Les polynoˆmes de Newton
a` n inde´termine´es (Sk)k∈N sont relie´s aux n polynoˆmes syme´triques
e´le´mentaires (σk)1≤k≤n par les relations suivantes :
(i) S0 = n ;
(ii) pour 1 ≤ k ≤ n : Sk +
∑k−1
i=1 (−1)i σi Sk−i + (−1)k k σk = 0 ;
(iii) pour k > n : Sk +
∑n
i=1(−1)i σi Sk−i = 0.
Preuve. On pose αk = (−1)k+1 σk (k = 1 . . . , n). Les polynoˆmes syme´-
triques e´le´mentaires apparaissent dans le de´veloppement du polynoˆme
Q(X) =
n∏
i=1
(1− xiX) = 1−
n∑
k=1
αkX
k .
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Par de´rivation logarithmique formelle, on obtient les e´galite´s suivantes
dans l’alge`bre de se´ries formelles FA(x1, . . . , xn) [[X,X−1]] :
Q′(X)
Q(X)
=
n∑
i=1
−xi
1− xiX =
1
X
n∑
i=1
[
1− 1
1− xiX
]
= − 1
X
∞∑
k=1
SkX
k
ou encore dans FA(x1, . . . , xn) [[X]] :
−X Q′(X) = Q(X)
∞∑
k=1
SkX
k (1.21)
avec Q(X) = 1−[α1X + . . .+ αnXn] et −XQ′(X) = α1X+2α2X2+
. . .+ nαnX
n. Identifiant dans l’e´quation (1.21) les termes en Xk pour
1 ≤ k ≤ n, on obtient les formules (ii). Les formules (iii) sont obtenues
par identification des termes de degre´ supe´rieur a` n.
Remarque. En notant αi = (−1)i+1 σi les relations de Newton s’e´crivent
sous la forme matricielle suivante :
1 0 . . . . . . 0
S1 2
. . .
...
...
. . .
. . .
. . .
...
Sn−2
. . . n− 1 0
Sn−1 Sn−2 S1 n
Sn Sn−1 S1
...
...
Sn+k Sk+1
...
...
...
...
...


α1
α2
...
...
αn

=

S1
S2
...
...
Sn
Sn+1
...
Sn+k+1
...

(1.22)
Les relations (ii) (qui correspondent aux n premie`res lignes dans la
matrice infinie ci-dessus) et (iii) (qui correspondent aux lignes no n et
suivantes) donnent la meˆme formule si l’on fait k = n. D’autre part,
les relations (iii) peuvent eˆtre obtenues directement : en multipliant par
Xk−n (k > n) le polynoˆme
P (X) =
n∏
i=1
(X − xi) = Xn −
n∑
i=1
αiX
n−i ,
on obtient
Xk−n P (X) = Xk −
∑n
i=1
αiX
k−i .
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Lorsque k > n les identite´s xk−nj P (xj) = 0 donnent alors par somma-
tion :
n∑
j=1
xkj −
n∑
i=1
αi
[∑n
j=1
xk−ij
]
= Sk −
n∑
i=1
αi Sk−i = 0 .
Corollaire 1.5.3 Si A est un anneau commutatif ou` les entiers 1, 2,
. . . , n sont inversibles, alors les sommes de Newton (Sk)1≤k≤n en les
n inde´termine´es x1, . . . , xn forment un syste`me fondamental de poly-
noˆmes syme´triques en x1, . . . , xn sur l’anneau A.
Preuve. Le syste`me triangulaire forme´ par les n premie`res e´quations
dans (1.22) admet clairement une solution unique en les αi. uunionsq
Corollaire 1.5.4 Soit P = Xn−[a1Xn−1 + . . .+ an−1X + an] un po-
lynoˆme unitaire a` une inde´termine´e sur un anneau inte`gre A, et soient
λ1, λ2, . . . , λn les n racines de ce polynoˆme (distinctes ou non) dans
un corps de de´composition de P (une extension de FA). Si l’on pose
sk =
∑n
i=1 λ
k
i pour 1 ≤ k ≤ n, on a les relations :
s1 = a1
s2 = s1 a1 + 2 a2
...
...
...
sn = sn−1a1 + . . .+ s1an−1 + nan
(1.23)
Ainsi les coefficients du polynoˆme P sont de´termine´s de manie`re
unique dans A par la donne´e de ses sommes de Newton si n ! est non
diviseur de ze´ro dans A. Et si la division exacte par chacun des entiers
2, . . . , n est explicite lorsqu’elle est possible, le calcul des si a` partir des
ai est lui aussi explicite.
Dans la de´finition suivante, on ge´ne´ralise les sommes de Newton pour
les ze´ros du polynoˆme P au cas d’un anneau commutatif arbitraire.
De´finition 1.5.5 Soit P = Xn−[a1Xn−1 + . . .+ an−1X + an] un po-
lynoˆme unitaire a` une inde´termine´e sur un anneau commutatif A. Alors
les e´le´ments si donne´s par les e´quations (1.23) s’appellent les sommes
de Newton de P (ou de tout polynoˆme uP avec u non diviseur de ze´ro
dans A).
Un fait important est le suivant.
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Lemme 1.5.6 Soit A un anneau commutatif arbitraire, A une ma-
trice carre´e d’ordre n sur A et PA son polynoˆme caracte´ristique. Les
sommes de Newton de PA donne´es dans la de´finition pre´ce´dente sont
les traces des puissances de la matrice A : sk = Tr(A
k) pour 1 ≤ k ≤ n.
Preuve. On remarque que les e´galite´s a` de´montrer sont des identite´s
alge´briques en les entre´es de la matrice A (conside´re´es comme des in-
de´termine´es). Il suffit donc de traiter le cas d’un anneau inte`gre. Dans
ce cas, le re´sultat est donne´ par le corollaire 1.5.4 et le lemme 1.2.2. uunionsq
1.6 Ine´galite´ de Hadamard et calcul modulaire
Nous de´crivons d’abord quelques majorations utiles en alge`bre line´-
aire.
1.6.1 Normes matricielles
Si A = (aij) ∈ Am×n est une matrice a` coefficients re´els ou com-
plexes, on de´finit classiquement les normes suivantes (cf. [Cia], [GL])
‖A‖1 = max
1≤j≤n
[∑m
i=1
|aij |
]
, ‖A‖∞= max
1≤i≤m
[∑n
j=1
|aij |
]
‖A‖F =
√∑m
i=1
∑n
j=1
|aij |2
Chacune de ces normes ve´rifie les relations classiques
‖cA‖= |c| ‖A‖ , ‖A+B ‖ ≤ ‖A‖ + ‖B ‖
(si A et B ont meˆmes dimensions) et
‖AB ‖ ≤ ‖A‖ ‖B ‖
(si le produit AB est de´fini).
Conside´rons maintenant des matrices a` coefficients entiers. La taille
d’un entier x est l’espace qu’il occupe lorsqu’on l’implante sur machine.
Si le codage des entiers est standard, cela veut dire que la taille de x
est correctement appre´cie´e par 1 + dlog2(1 + |x|)e.
Notation 1.6.1 Dans tout cet ouvrage log x de´note max(1, log2 |x|).
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Lorsque x est entier, cela repre´sente donc la taille de x a` une cons-
tante pre`s. Si λ(A) = log(‖A ‖) avec l’une des normes pre´ce´dentes, la
taille de chaque coefficient de A est clairement majore´e par λ(A) (a` une
constante additive pre`s) et en outre les relations pre´ce´dentes impliquent
imme´diatement que
λ(AB) ≤ λ(A) + λ(B), λ(A+B) ≤ max(λ(A), λ(B)) + 1.
Ces relations sont souvent utiles pour calculer des majorations de la
taille des entiers qui interviennent comme re´sultats de calculs matriciels.
L’ine´galite´ de Hadamard
L’ine´galite´ de Hadamard s’applique aux matrices a` coefficients re´els.
La valeur absolue du de´terminant repre´sente le volume (n - dimensionnel)
du paralle´le´pipe`de construit sur les vecteurs colonnes de la matrice, (( et
donc )) elle est majore´e par le produit des longueurs de ces vecteurs :
| det((aij)1≤i,j≤n)| ≤
n∏
j=1
√√√√ n∑
i=1
a2ij (1.24)
Il y a e´videmment des preuves rigoureuses de ce fait intuitif. Par
exemple le processus d’orthogonalisation de Gram-Schmidt remplace la
matrice par une matrice de meˆme de´terminant dont les vecteurs-colonnes
sont deux a` deux orthogonaux et ne sont pas plus longs que ceux de
la matrice initiale. La signification ge´ome´trique de cette preuve est la
suivante : le processus d’orthogonalisation de Gram-Schmidt remplace
le paralle´le´pipe`de (construit sur les vecteurs colonnes) par un paralle´le´-
pipe`de droit de meˆme volume dont les cote´s sont devenus plus courts. Ce
meˆme raisonnement donne l’ine´galite´ dans le cas d’une matrice a` coef-
ficients complexes en remplac¸ant a2ij par |aij |2 (mais l’interpre´tation
ge´ome´trique directe disparaˆıt).
Avec les normes ‖ ‖1 et ‖ ‖∞ on obtient pour une matrice carre´e :
| det(A)| ≤ (‖A‖1)n , | det(A)| ≤ (‖A‖∞)n (1.25)
Avec la norme de Frobenius ‖A‖F on obtient la majoration suivante
(un produit de n re´els positifs dont la somme est constante est maximum
lorsqu’ils sont tous e´gaux) :
|det(A)| ≤
(‖A‖F√
n
)n
(1.26)
32 1. Rappels d’alge`bre line´aire
1.6.2 Le the´ore`me chinois et son application aux calculs
modulaires
Soient p1, p2, . . . , pr des entiers positifs deux a` deux premiers entre
eux. On pose M = p1p2 · · · pr. Pour toute suite x1, x2, . . . , xr de r
entiers relatifs, il existe un entier x (unique modulo M) ve´rifiant :
x ≡ xi [mod pi] (i = 1, . . . , r). On peut calculer cet entier (modulo M)
en remarquant que, pour tout i compris entre 1 et r, les nombres pi
et qi = M/pi sont premiers entre eux et que par conse´quent il existe
des entiers ui et vi (relation de Be´zout) tels que piui + qivi = 1 (i =
1, . . . , r). Le nombre x recherche´ n’est autre que
∑r
i=1 xiqivi (modulo
M). Il est facile de ve´rifier qu’il re´pond bien a` la question.
L’une des conse´quences importantes du The´ore`me chinois en calcul
formel est son utilisation pour le calcul de coefficients entiers x ∈ Z dont
on sait majorer la valeur absolue par un entier B strictement positif.
Il arrive souvent que les calculs interme´diaires, lorsqu’ils sont effectue´s
(avec ou sans division) dans Z, donnent des coefficients dont la taille
explose rapidement, ce qui risque de rendre ces calculs impraticables ou
trop couˆteux, alors que la taille du re´sultat final est bien plus petite.
Supposons que l’on ait a` calculer un x ∈ Z tel que −B ≤ x ≤ B par
un algorithme sans divisions.
On commence par choisir des entiers positifs p1, p2, . . . , pr deux a`
deux premiers entre eux dont le produit de´passe strictement 2B. Au
lieu de calculer directement x, on effectue tous les calculs modulo pi
se´pare´ment pour chaque i (i = 1, . . . , r). Les re´sultats x1, x2, . . . , xr
ainsi obtenus sont tels que x est dans la classe de xi modulo pi (pour
i = 1 . . . r). Utilisant les meˆmes notations que ci-dessus pour les coef-
ficients de Be´zout relatifs aux couples (pi, qi), on re´cupe`re ensuite le
re´sultat principal x a` partir des re´sultats partiels x1, x2, . . . , xr en re-
marquant que x est l’entier relatif de plus petite valeur absolue congru
a`
∑r
i=1 xiqivi modulo p1p2 · · · pr (puisque −B ≤ x ≤ B). Dans le cas
d’un algorithme avec divisions, les facteurs pi doivent eˆtre choisis de
manie`re a` ce qu’ils soient premiers avec les diviseurs intervenant dans
les calculs.
Pour le calcul des de´terminants de matrices a` coefficients entiers,
par exemple, on peut utiliser l’ine´galite´ de Hadamard (1.24) pour faire
fonctionner la me´thode modulaire. On prendra pour borne B = Mnnn/2
ou` M = max1≤i,j≤n |aij |. Si cela s’ave`re pre´fe´rable, on peut choisir une
des bornes donne´es dans les e´quations (1.25) et (1.26).
Il en est de meˆme pour le calcul du polynoˆme caracte´ristique PA
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d’une matrice A ∈ Zn×n car chacun des coefficients de PA est une
somme de mineurs diagonaux de la matrice A. On peut donc la` aussi
utiliser l’ine´galite´ de Hadamard pour majorer les valeurs absolues des
coefficients en vue du traitement modulaire.
Plus pre´cise´ment, si l’on prend M = max1≤i,j≤n |aij | comme ci-
dessus et si l’on de´signe par mk,j (1 ≤ j ≤ Ckn) les mineurs de A
diagonaux d’ordre k (pour k donne´ entre 1 et n), alors le coefficient
µk du terme de degre´ n− k de PA est majore´ en valeur absolue comme
suit :
|µk| =
∣∣∣∣∣∣
∑
j∈{1,...,Ckn}
mk,j
∣∣∣∣∣∣ ≤ CknMkk k2 ≤ (2M)nnn2 (1.27)
puisque Ckn ≤ 2n.
Quelques conside´rations pratiques
L’ide´e principale dans l’utilisation du calcul modulaire est de rem-
placer un algorithme dans Z permettant de re´soudre un proble`me donne´
par plusieurs algorithmes modulo des nombres premiers.
Pour eˆtre vraiment efficace, cette me´thode doit eˆtre applique´e avec
des listes de nombres premiers p1, p2, . . . , pr de´ja` re´pertorie´es et pour
lesquelles on a de´ja` calcule´ les coefficients qivi correspondants qui per-
mettent de re´cupe´rer x a` partir des xi.
Ces nombres premiers peuvent eˆtre choisis par rapport a` la taille
des mots traite´s par les processeurs. Par exemple, pour des processeurs
qui traitent des mots a` 64 bits, on prend des nombres premiers com-
pris entre 263 et 264 − 1 : il y en a suffisamment (bien plus que 1017
nombres !) pour re´soudre dans la pratique tous les proble`mes de taille
humainement raisonnable et re´aliste [GG]. En outre on posse`de des tests
rapides pour savoir si un nombre est premier, et cela a permis d’e´tablir
des listes p1, p2, . . . , pr avec la liste des coefficients qivi correspondants,
qui re´pondent a` tous les cas qui se posent en pratique.
Chaque ope´ration arithme´tique e´le´mentaire modulo un tel nombre
premier se fait alors en temps constant, ce qui re´duit conside´rablement
le temps de calcul. En outre la de´composition du proble`me en algo-
rithmes modulaires offre la possibilite´ d’utiliser plusieurs processeurs en
paralle`le.
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1.7 Re´solution uniforme des syste`mes line´aires
Nous expliquons ici comment le polynoˆme caracte´ristique permet de
de´terminer le rang d’une matrice et de re´soudre uniforme´ment (avec une
seule formule, du type Cramer) les syste`mes line´aires ayant un format
donne´ et un rang fixe´. Et ceci sur un corps arbitraire.
Cette solution uniforme (cf. [24]) constitue une extension d’un re´sultat
de Mulmuley [73] qui ne traite que la question du rang.
Naturellement, le rang d’une matrice peut eˆtre calcule´ par la me´tho-
de du pivot de Gauss. Mais la me´thode n’est pas uniforme et, a priori,
ne se laisse pas bien paralle´liser.
Les applications des formules et algorithmes que nous allons de´crire
ici seront de deux ordres : d’une part en calcul paralle`le, d’autre part
lorsqu’on doit traiter des syste`mes line´aires de´pendant de parame`tres.
Dans ce deuxie`me cas de figure, la me´thode du pivot de Gauss pro-
duit un arbre de calcul qui risque de comporter un tre`s grand nombre de
branches, correspondant a` un grand nombre de formules distinctes, lors-
que les parame`tres prennent toutes les valeurs possibles. Le cas extreˆme
est celui ou` toutes les entre´es d’une matrice sont des parame`tres inde´-
pendants. Par exemple avec une matrice de rang maximum de format
n× 2n la solution du syste`me line´aire correspondant par la me´thode du
pivot de Gauss de´pend du mineur maximal non nul qu’on extrait, et ce
dernier peut eˆtre n’importe lequel des Cn2n > 2
n mineurs d’ordre n de
la matrice.
En analyse nume´rique matricielle, avec des matrices a` coefficients
re´els ou complexes, une formule uniforme compacte en rang fixe´ est obte-
nue par l’utilisation des coefficients de Gram de la matrice correspondant
au syste`me line´aire homoge`ne : dans le cas re´el, le Gram d’ordre k d’une
matrice A est e´gal a` la somme des carre´s de tous les mineurs d’ordre
k de A, son annulation signifie que le rang de la matrice n’exce`de pas
k − 1.
Les identite´s que nous allons obtenir sont des ge´ne´ralisations directes
des formules usuelles qui expriment l’inverse de Moore-Penrose en fonc-
tion des coefficients de Gram de la matrice. L’e´tonnant est que, meˆme
sur un corps fini, un petit nombre de sommes de carre´s de mineurs suffit
a` controˆler le rang d’une matrice, et que des formules semblables aux
formules usuelles fonctionnent encore.
Il y a cependant un prix a` payer, non ne´gligeable, qui est d’introduire
un parame`tre supple´mentaire dans les calculs.
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1.7.1 Les coefficients de Gram et l’inverse de Moore-Pen-
rose dans le cas re´el ou complexe
The´orie ge´ne´rale
Dans toute la section 1.7.1 A est une matrice dans Km×n, avec
K = C ou R, repre´sentant sur des bases orthonorme´es une application
line´aire ϕ : E → F entre espaces vectoriels hermitiens ou euclidiens de
dimension finie. Nous noterons 〈x, y〉 le produit scalaire des vecteurs
x et y. Nous notons A? la transpose´e de la conjugue´e de A (dans le
cas re´el on a A? = tA). La matrice A? repre´sente sur les meˆmes bases
l’application line´aire adjointe 9 ϕ?, caracte´rise´e par :
∀x ∈ E ∀y ∈ F 〈ϕ(x), y〉F = 〈x, ϕ?(y)〉E (1.28)
Les matrices AA? et A?A sont des matrices carre´es hermitiennes po-
sitives (syme´triques re´elles positives dans le cas re´el), en ge´ne´ral non
re´gulie`res. Si H est un sous-espace vectoriel de E nous noterons piH
la projection orthogonale de E sur H, vue comme application line´aire
de E dans E.
D’un point de vue de pure alge`bre line´aire tous les re´sultats de la
(( the´orie ge´ne´rale )) qui suit sont base´s sur la de´composition des espaces
E et F en sommes directes de noyaux et d’images de ϕ et ϕ?.
Lemme 1.7.1 Nous avons deux sommes directes :
Imϕ⊕Kerϕ? = F, Kerϕ⊕ Imϕ? = E (1.29)
Cela re´sulte du fait que Kerϕ? (resp. Kerϕ) est le sous-espace or-
thogonal de Imϕ (resp. Imϕ?), ce qui est une conse´quence directe de
l’e´galite´ (1.28).
Nous en de´duisons les faits suivants.
Fait 1.7.2
1. L’application line´aire ϕ se restreint en un isomorphisme ϕ0 de
Imϕ? sur Imϕ et ϕ? se restreint en un isomorphisme ϕ?0 de
Imϕ sur Imϕ?.
2. En outre :
Imϕ = Imϕϕ? , Kerϕ? = Kerϕϕ? ,
Kerϕ = Kerϕ?ϕ , Imϕ? = Imϕ?ϕ .
(1.30)
9. A ne pas confondre avec la matrice adjointe Adj(A). Cette ambigu¨ite´ dans la
terminologie, en franc¸ais, est ennuyeuse.
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3. Soit ϕ1 : Imϕ → Imϕ l’automorphisme line´aire de´fini par ϕ1 =
ϕ0ϕ
?
0. C’est la restriction de ϕϕ
? a` Imϕ. Nous avons :{
det(IdImϕ + Z ϕ1) = det(IdF + Z ϕϕ
?)
= 1 + a1Z + · · ·+ arZr .
ou` r = rg(ϕ) = rg(ϕ1) et ar 6= 0. De la meˆme fac¸on, nous avons
l’automorphisme ϕ?1 = ϕ
?
0 ϕ0 de Imϕ
? et{
det(IdImϕ? + Z ϕ
?
1) = det(IdE + Z ϕ
?ϕ)
= 1 + a1Z + · · ·+ arZr .
Ce sont des conse´quences directes du lemme 1.7.1.
Peut-eˆtre cela sera plus clair si nous repre´sentons ϕ? et ϕ dans les
sommes orthogonales (1.29) :
ϕ =
(
ϕ0 0K,I
0I?,K? 0K,K?
)
, ϕ? =
(
ϕ?0 0K?,I?
0I,K 0K?,K
)
(1.31)
ou` K = Kerϕ, K? = Kerϕ?, I = Imϕ, I? = Imϕ?.
De´finition 1.7.3 Les coefficients de Gram de A (ou de ϕ) sont les
Gk(A) = Gk(ϕ) = ak donne´s par la formule
det(Im + Z AA
?) = 1 + a1 Z + · · · + am Zm. (1.32)
Nous de´finissons aussi G0(A) = 1 et G`(A) = 0 pour ` > m.
Notez que le polynoˆme caracte´ristique de B = AA? est e´gal a`
(−1)mZmQ(1/Z) ou` Q(Z) = det(Im + Z B). Les coefficients de Gram
de ϕ sont donc, au signe pre`s, les coefficients du polynoˆme caracte´risti-
que de ϕϕ?.
Lemme 1.7.4 (Conditions de Gram pour le rang)
1. L’application line´aire ϕ est de rang ≤ r si et seulement si Gk(ϕ) =
0 pour r < k ≤ n. Elle est de rang r si en outre Gr(ϕ) 6= 0.
2. Le coefficient de Gram Gk(A) est un nombre re´el positif ou nul,
e´gal a` la somme des carre´s des modules des mineurs d’ordre k de
la matrice A. En conse´quence, Gr+1(ϕ) = 0 suffit pour certifier
que le rang est ≤ r.
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Preuve. Le premier point est une conse´quence directe du fait 1.7.2-3.
Il pourrait aussi eˆtre vu comme une conse´quence du second point, que
nous de´montrons maintenant.
Le coefficient ak est la somme des mineurs principaux d’ordre k de
AA?. Chaque mineur principal d’ordre k est obtenu comme de´terminant
de la matrice correspondante, qui est e´gale a` Aα(Aα)
? ou` α de´signe un
k-uple α1 < · · · < αk extrait de {1, . . . ,m} et Aα est la matrice
extraite de A en gardant seulement les k lignes correspondant a` α. La
formule de Binet-Cauchy (1.2) nous indique alors que ce de´terminant est
la somme des carre´s des modules des mineurs d’ordre k extraits de Aα.
uunionsq
Nous supposons de´sormais r = rg(ϕ) (donc ar = Gr(ϕ) 6= 0).
Puisque
det(IdImϕ + Z ϕ1) = det(IdF + Z ϕϕ
?) = 1 + a1Z + · · ·+ arZr
le the´ore`me de Cayley-Hamilton nous donne
ϕr1 − a1ϕr−11 + · · ·+ (−1)rarIdImϕ = 0 . (1.33)
Par suite, on obtient en remplac¸ant ϕ1 par ϕϕ
? dans la formule pre´ce´dente
(ϕϕ?)r − a1(ϕϕ?)r−1 + · · ·+ (−1)rarpiImϕ = 0 .
Ainsi :
Lemme 1.7.5 (projections orthogonales sur l’image et sur le noyau)
1. La projection orthogonale piI sur le sous-espace I = Imϕ ⊆ F
est e´gale a` :
a−1r
(
ar−1ϕϕ? − ar−2(ϕϕ?)2 + · · ·+ (−1)r−1(ϕϕ?)r
)
. (1.34)
2. La projection orthogonale piI? sur le sous-espace I
? = Imϕ? ⊆ E
est e´gale a` :
a−1r
(
ar−1ϕ?ϕ− ar−2(ϕ?ϕ)2 + · · ·+ (−1)r−1(ϕ?ϕ)r
)
. (1.35)
Et la projection orthogonale sur le noyau de ϕ est IdE − piI?.
En outre l’e´quation (1.33) implique que l’inverse de ϕ1 est donne´
par
ϕ−11 = a
−1
r
(
ar−1IdImϕ − ar−2ϕ1 + · · ·+ (−1)r−1ϕr−11
)
.
38 1. Rappels d’alge`bre line´aire
De meˆme on a
ϕ?1
−1 = a−1r
(
ar−1IdImϕ? − ar−2ϕ?1 + · · ·+ (−1)r−1ϕ?1r−1
)
.
et puisque ϕ?1 = ϕ
?
0 ϕ0, cela donne{
∀y ∈ Imϕ? ϕ?1−1(y) =
a−1r
(
ar−1IdE − ar−2(ϕ?ϕ) + · · ·+ (−1)r−1(ϕ?ϕ)r−1
)
(y)
(1.36)
De´finition 1.7.6 Supposons que ϕ est de rang r. L’inverse de Moo-
re-Penrose de ϕ (en rang r) est l’application line´aire ϕ[−1]r : F → E
de´finie par :
∀y ∈ F ϕ[−1]r(y) = ϕ−10 (piImϕ(y)).
Remarque. Nous n’avons pas e´crit ϕ[−1]r = ϕ−10 ◦ piImϕ parce que le
deuxie`me membre est a priori (( mal de´fini )) : piImϕ est une application
de F dans F , ϕ−10 est une application de Imϕ dans Imϕ
? et ϕ[−1]r
est une application de F dans E.
D’apre`s (1.29) et (1.31) on voit que
∀y ∈ F piImϕ(y) = ϕ?0−1(ϕ?(y))
∀y ∈ F ϕ[−1]r(y) = ϕ−10 (ϕ?0−1(ϕ?(y))).
et puisque ϕ−10 ◦ ϕ?0−1 = ϕ?1−1 nous obtenons
∀y ∈ F ϕ[−1]r(y) = ϕ?1−1(ϕ?(y)) (1.37)
En appliquant (1.36) on obtient alors une formule uniforme en rang
r qui donne une solution des syste`mes line´aires en analyse nume´rique
matricielle :
Proposition 1.7.7 (Inverse de Moore-Penrose) Soit v ∈ F . Soit ϕ⊕ v
l’application line´aire E ⊕K→ F de´finie par (ϕ⊕ v)(x, λ) = ϕ(x) + λv.
1) L’inverse de Moore-Penrose ϕ[−1]r ∈ L(F,E) est donne´ par :
a−1r
(
ar−1IdE − ar−2(ϕ?ϕ) + · · ·+ (−1)r−1(ϕ?ϕ)r−1
)
ϕ?
=
a−1r ϕ?
(
ar−1IdF − ar−2(ϕϕ?) + · · ·+ (−1)r−1(ϕϕ?)r−1
) (1.38)
ou` ak = Gk(ϕ).
2) Nous avons v ∈ Im(ϕ) si et seulement si Gr+1(ϕ ⊕ v) = 0 si et
seulement si
v = ϕ ϕ[−1]r(v) (1.39)
Dans ce cas x = ϕ[−1]r(v) est l’unique solution dans Im(ϕ?).
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Remarque 1.7.8 Voici la formulation matricielle du lemme 1.7.5 et de
la proposition 1.7.7. Soient m, n, r > 0 dans N avec r ≤ min(m,n) et
A ∈ Km×n une matrice de rang r. Posons ak = Gk(A). Soit V ∈ Km×1.
1) La matrice de la projection orthogonale sur le sous-espace ImA ⊆ Km
est e´gale a`
P = a−1r
(
ar−1AA? − ar−2(AA?)2 + · · ·+ (−1)r−1(AA?)r
)
.
2) La matrice de la projection orthogonale sur le sous-espace ImA? ⊆
Kn est e´gale a` :
P ? = a−1r
(
ar−1A?A− ar−2(A?A)2 + · · ·+ (−1)r−1(A?A)r
)
.
Et celle de la projection orthogonale sur le noyau de A est In − P ?.
3) La matrice A[−1]r ∈ Kn×m (inverse de Moore-Penrose de A en rang
r) est e´gale a` :
a−1r
(
ar−1In − ar−2A?A+ · · ·+ (−1)r−1(A?A)r−1
)
A? (1.40)
4) Le syste`me line´aire AX = V admet une solution si et seulement si
Gr+1(A|V ) = 0 ((A|V ) est la matrice obtenue en juxtaposant la colonne
V a` droite de la matriceA) si et seulement si on a l’e´galite´ :
V = A A[−1]r V (1.41)
Dans ce cas X = A[−1]r V est l’unique solution dans l’espace ImA?.
Notez que la matrice A[−1]r ∈ Kn×m est bien de´finie par la formule
(1.40) de`s que A est de rang ≥ r. Cela est utile en analyse nume´rique et
de manie`re plus ge´ne´rale chaque fois que les coefficients de A sont des
re´els connus avec seulement une pre´cision finie (ce qui peut introduire
une incertitude sur le rang de la matrice).
Cas des matrices hermitiennes
Lorsque E = F et ϕ = ϕ?, l’endomorphisme ϕ est dit hermitien.
Alors on a une de´composition orthogonale E = Kerϕ ⊕ Imϕ et la
restriction ϕ0 de ϕ a` Imϕ est un automorphisme line´aire de Imϕ.
Nous posons
det(IdE + Z ϕ) = det(Im + Z A) = 1 + b1 Z + · · · + bn Zn. (1.42)
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Au signe pre`s, les bi sont donc les coefficients du polynoˆme caracte´risti-
que de ϕ. Si le rang de ϕ est e´gal a` r alors br 6= 0, br+1 = . . . = bn = 0
et
det(IdE + Z ϕ) = det(IdImϕ + Z ϕ0) = 1 + b1 Z + · · · + br Zr.
Ainsi par Cayley-Hamilton
ϕr0 − b1 ϕr−10 + b2 ϕr−20 + · · ·+ (−1)r−1br−2 ϕ0 + (−1)r−1br IdImϕ = 0
Et en remplac¸ant ϕ0 par ϕ nous obtenons :
ϕr − b1 ϕr−1 + b2 ϕr−2 + · · ·+ (−1)r−1br−2 ϕ+ (−1)r−1br piImϕ = 0
Ceci donne, pour le cas des matrices hermitiennes, une version sim-
plifie´e des re´sultats pre´ce´dents plus ge´ne´raux. Elle se trouve dans l’ou-
vrage [BP] de Bini et Pan.
Proposition 1.7.9 (inverse de Moore-Penrose, cas hermitien)
1) La projection orthogonale piIm ϕ sur le sous-espace Imϕ est e´gale a` :
b−1r
(
br−1 ϕ− br−2 ϕ2 + · · ·+ (−1)r−1b1 ϕr−1 + (−1)rϕr
)
. (1.43)
2) L’inverse de Moore-Penrose ϕ[−1]r ∈ L(E,E) est e´gal a` :
b−1r
(
br−1 piImϕ − br−2 ϕ+ · · ·+ (−1)r−1b1 ϕr−2 + (−1)rϕr−1
)
(1.44)
Remarquez que l’e´quation (1.34) peut eˆtre de´duite de (1.30) et (1.43).
Interpre´tation ge´ome´trique
Si λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λr sont les valeurs singulie`res non nulles de ϕ,
c’est-a`-dire les racines carre´es des valeurs propres > 0 de ϕϕ? il existe
des bases orthonorme´es de E et F par rapport auxquelles la matrice
de ϕ est e´gale a` L :
L =

λ1 0 · · · · · · 0 · · · 0
0 λ2 0
...
...
. . .
. . .
. . .
...
...
. . . λr 0
...
0 · · · · · · 0 0 0
...
...
0 · · · · · · · · · 0

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(cf. [Cia, GL, LT]).
Matriciellement on obtient A = ULV ou` U et V sont des matrices
unitaires (orthogonales dans la cas re´el) convenables. Ceci s’appelle la
de´composition de A en valeurs singulie`res (la SVD en anglais).
On voit que ϕ transforme la sphe`re unite´ de E en un ellipso¨ıde
dans Imϕ avec pour longueurs des axes principaux 2λ1, . . . , 2λr. Dans
ces conditions la matrice de ϕ? est e´gale a` L? = tL et celle de ϕ[−1]r
est e´gale a`
L[−1]r =

(λ1)
−1 0 · · · · · · 0 · · · 0
0 (λ2)
−1 0
...
...
. . .
. . .
. . .
...
...
. . . (λr)
−1 0
...
0 · · · · · · 0 0 0
...
...
0 · · · · · · · · · 0

de meˆme format que tL.
Bien que les matrices L et A[−1]r soient attache´es de manie`re uni-
que a` A et de´pendent continument de A (sous l’hypothe`se que le
rang est fixe´), il n’en va pas de meˆme pour les matrices U et V de
la de´composition en valeurs singulie`res, qui sont fondamentalement in-
stables.
Que le vecteur v appartienne ou non a` Imϕ on a toujours ϕ[−1]r(v) ∈
Imϕ?, qui est le sous-espace orthogonal a` Kerϕ et ϕ(ϕ[−1]r(v)) est
la projection orthogonale de v sur Imϕ. Ainsi lorsque v n’est pas
dans l’image, l’inverse de Moore-Penrose fournit une solution approche´e
x = ϕ[−1]r(v) qui donne pour ϕ(x) la meilleure approximation (au sens
des moindres carre´s) de v. En outre x est la plus petite en norme (parmi
les solutions qui re´alisent cette meilleure approximation).
Ce qui est remarquable est qu’on arrive a` calculer (essentiellement a`
l’aide du polynoˆme caracte´ristique de ϕϕ?) les projections orthogonales
et l’inverse de Moore-Penrose par une formule uniforme (plus exacte-
ment, par une formule qui ne de´pend que du rang, lequel se lit sur le
polynoˆme caracte´ristique en question) sans qu’on ait besoin de calculer
les bases orthonorme´es dans lesquelles se re´ve`le la ge´ome´trie de l’appli-
cation line´aire ϕ.
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1.7.2 Ge´ne´ralisation sur un corps arbitraire
The´orie ge´ne´rale
Dans le cas re´el ou complexe, on a vu qu’en termes d’alge`bre line´ai-
re tout le paragraphe (( the´orie ge´ne´rale )) est gouverne´ par les sommes
directes (1.29) entre les noyaux et images de ϕ et ϕ? (lemme 1.7.1) :
Imϕ⊕Kerϕ? = F, Kerϕ⊕ Imϕ? = E .
Il suffit en effet, lorsqu’on parle de projection orthogonale, de remplacer
par exemple l’expression projection orthogonale sur Imϕ par projection
sur Imϕ paralle`lement a` Ker(ϕ?).
Nous allons voir maintenant que ces relations (1.29) peuvent eˆtre
re´alise´es de manie`re automatique sur un corps arbitraire K a` condition
d’introduire, a` la place de A?, une matrice A◦ a` coefficients dans le
corps K(t) ou` t est une inde´termine´e.
Pour cela nous nous limitons au point de vue purement matriciel,
(c’est le point de vue ou` des bases ont e´te´ fixe´es dans E et F ). Nous
conside´rons une forme quadratique Φt,n sur E
′ = K(t)n et une forme
quadratique Φt,m sur F
′ = K(t)m :
Φt,n(ξ1, . . . , ξn) = ξ1
2 + t ξ2
2 + · · ·+ tn−1 ξn2
Φt,m(ζ1, . . . , ζm) = ζ1
2 + t ζ2
2 + · · ·+ tm−1 ζm2
Nous notons les (( produits scalaires )) correspondants par 〈·, ·〉tE′ et
〈·, ·〉tF ′ . Nous notons Qn et Qm les matrices (diagonales) de ces formes
sur les bases canoniques.
Toute application line´aire ϕ : E → F donne lieu a` une application
line´aire E′ → F ′ que nous notons encore ϕ et qui est de´finie par la
meˆme matrice sur les bases canoniques. Il existe alors une unique ap-
plication line´aire ϕ◦ : F ′ → E′ qui re´alise les e´galite´s (1.28) dans ce
nouveau contexte :
∀x ∈ E′ ∀y ∈ F ′ 〈ϕ(x), y〉tF ′ = 〈x, ϕ◦(y)〉tE′ (1.45)
La matrice A◦ de ϕ◦ sur les bases canoniques est alors
A◦ = Qn−1 tA Qm ,
puisqu’on doit avoir pour tous X ∈ K(t)n×1, Y ∈ K(t)m×1
t(AX)Qm Y =
tX Qn (A
◦ Y ) .
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En pratique si A = (ai,j) on obtient A
◦ = (tj−i aj,i), par exemple :
A =
 a11 a12 a13 a14 a15a21 a22 a23 a24 a25
a31 a32 a33 a34 a35
 , A◦ =

a11 t a21 t
2 a31
t−1 a12 a22 t a32
t−2 a13 t−1 a23 a33
t−3 a14 t−2 a24 t−1 a34
t−4a15 t−3a25 t−2a35

Comme nous l’avons de´ja` indique´, pour pouvoir reproduire (avec les
le´ge`res variations ne´cessaires) le fait 1.7.2, les de´finitions 1.7.3 et 1.7.6,
les lemmes 1.7.4, 1.7.5 et la proposition 1.7.7 il nous suffit de de´montrer
l’analogue du lemme 1.7.1.
Lemme 1.7.10 Avec les notations ci-dessus on a pour toute matrice
M ∈ Km×n, des sommes directes orthogonales dans les espaces F ′ =
K(t)m et E′ = K(t)n
Imϕ⊕Kerϕ◦ = F ′ , Kerϕ⊕ Imϕ◦ = E′ (1.46)
Preuve. Les dimensions conviennent et il suffit de montrer que l’inter-
section est re´duite a` 0. Prenons par exemple la premie`re. La relation
(1.45) implique que l’orthogonal de Imϕ au sens de la forme biline´aire
〈·, ·〉F ′ est e´gal a` Kerϕ◦. Il nous suffit donc de montrer que si H est
un sous-espace vectoriel de F ′ = K(t)m de´fini sur K , son orthogonal
H⊥ dans K(t)m au sens du produit scalaire 〈·, ·〉tF ′ ne le coupe qu’en
0. Soit donc (p1(t), . . . , pm(t)) ∈ H ∩ H⊥. Il existe v1, . . . , vr ∈ H et
a1(t), . . . , ar(t) ∈ K(t) tels que (p1(t), . . . , pm(t)) =
∑
i ai(t) vi. Quitte
a` multiplier par le produit des de´nominateurs on peut supposer que
les ai sont des polynoˆmes et donc aussi les pi. On peut introduire
une nouvelle inde´termine´e u et travailler dans K[t, u]. Alors puisque∑
i ai(t) vi est orthogonal a` tous les vi il est orthogonal a`
∑
i ai(u) vi =
(p1(u), . . . , pm(u)) et cela donne
P (t, u) =
∑m
i=1
pi(t) pi(u) t
i−1 = 0 .
Il nous reste a` voir que cette relation implique que les pi sont tous nuls.
Supposons l’un des pi non nul. Soit d ≥ 0 le plus grand des degre´s
des pi. Soit k le plus grand indice pour lequel deg pk = d et ak le
coefficient dominant de pk. Alors on ve´rifie facilement que le coefficient
de ud td+k−1 dans P (t, u) est e´gal a` a2k, et donc P est non nul. uunionsq
Nous nous contentons maintenant de reproduire les de´finitions et
re´sultats dans notre nouveau cadre.
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Fait 1.7.11
1. L’application line´aire ϕ : E′ → F ′ se restreint en un isomorphis-
me ϕ0 de Imϕ
◦ sur Imϕ et ϕ◦ se restreint en un isomorphisme
ϕ◦0 de Imϕ sur Imϕ◦.
2. En outre :
Imϕ = Imϕϕ◦ , Kerϕ◦ = Kerϕϕ◦ ,
Kerϕ = Kerϕ◦ϕ , Imϕ◦ = Imϕ◦ϕ .
(1.47)
3. Soit ϕ1 : Imϕ → Imϕ l’automorphisme line´aire de´fini par ϕ1 =
ϕ0ϕ
◦
0. C’est la restriction de ϕϕ
◦ a` Imϕ. Nous avons :{
det(IdImϕ + Z ϕ1) = det(IdF + Z ϕϕ
◦)
= 1 + a1Z + · · ·+ arZr .
ou` r = rg(ϕ) = rg(ϕ1) et ar 6= 0. De la meˆme fac¸on, nous avons
l’automorphisme ϕ◦1 = ϕ◦0 ϕ0 de Imϕ◦ et{
det(IdImϕ◦ + Z ϕ
◦
1) = det(IdE + Z ϕ
◦ϕ)
= 1 + a1Z + · · ·+ arZr .
Les coefficients de la matrice AA◦ sont des polynoˆmes de Laurent,
autrement dit des e´le´ments de K[t, 1/t].
De´finition 1.7.12 Les polynoˆmes de Gram (ge´ne´ralise´s) de A sont les
polynoˆmes de Laurent G′k(A)(t) = ak(t) ∈ K[t, 1/t], et les coefficients de
Gram ge´ne´ralise´s de A sont les coefficients G′k,`(A) = ak,` donne´s par
la formule det(Im + Z AA
◦) = 1 + a1(t)Z + · · · + am(t)Zm
ak(t) = t
−k(n−k)
(∑k(m+n−2k)
`=0 ak,` t
`
) (1.48)
Nous de´finissons aussi G′0(A) = 1 et G′`(A) = 0 pour ` > m.
On ve´rifie aise´ment que G′k(A)(t) = G′k( tA)(1/t).
Dans la suite de cette section, nous dirons, pour abre´ger, (( polynoˆ-
me )) a` la place de (( polynoˆme de Laurent )) en laissant au lecteur le soin
de de´terminer selon le contexte si des puissances ne´gatives de la variable
sont pre´sentes ou non.
Notons que les coefficients de Gram usuels sont donne´s par
Gk(A) = G′k(A)(1) =
∑
`
ak,` (1.49)
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Les coefficients de Gram ge´ne´ralise´s sont des sommes de carre´s de
mineurs et ils permettent de controˆler le rang de la matrice en vertu du
lemme suivant, qui est l’analogue du lemme 1.7.4.
Lemme 1.7.13 (Conditions de Gram ge´ne´ralise´es pour le rang) Soit
A ∈ Km×n ⊆ K(t)m×n.
(1) La matrice A est de rang ≤ r si et seulement si les polynoˆmes
G′k(A)(t) pour k > r sont identiquement nuls. Elle est de rang r si en
outre G′r(A) 6= 0.
(2) Le coefficient de Gram ak,` = G′k,`(A) est e´gal a` la somme des
carre´s des mineurs µα,β d’ordre k de la matrice A extraits sur les
lignes et les colonnes correspondant aux multi-indices α = (α1, . . . , αk)
et β = (β1, . . . , βk) pour toutes les paires (α, β) qui ve´rifient l’e´galite´∑k
i=1 αi −
∑k
j=1 βj = `− k(n− k).
En particulier G′k(A) = 0 si k > p = inf(m,n).
En posant p = inf(m,n) et p′ = sup(m,n) le nombre total des
coefficients de Gram ge´ne´ralise´s est e´gal a` :
p∑
k=1
(k (m+ n− 2k) + 1) = p+ 1
6
p (p+ 1) (3p′ − p− 2) ≤ 1
2
p(p+ 1)p′ .
Nous avons les analogues du lemme 1.7.5 et de la proposition 1.7.7.
Lemme 1.7.14 (projections sur l’image et sur le noyau)
Soient m, n, r > 0 dans N avec r ≤ min(m,n), A ∈ Km×n une
matrice de rang r. Posons ak(t) = G′k(A).
(1) La matrice de la projection sur le sous-espace ImA ⊆ K(t)m paral-
le`lement a` KerA◦ est e´gale a`
P = a−1r
(
ar−1AA◦ − ar−2(AA◦)2 + · · ·+ (−1)r−1(AA◦)r
)
(1.50)
(2) La matrice de la projection sur le sous-espace ImA◦ ⊆ K(t)n paral-
le`lement a` KerA est e´gale a`
P • = a−1r
(
ar−1A◦A− ar−2(A◦A)2 + · · ·+ (−1)r−1(A◦A)r
)
(1.51)
Et la matrice de projection sur le noyau de A paralle`lement a` ImA◦
est In − P •.
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Notez qu’il s’agit de projections orthogonales par rapport aux formes
biline´aires 〈., .〉tE′ et 〈., .〉tF ′ .
Remarque. En fait chaque formule peut eˆtre spe´cialise´e en remplac¸ant
t par n’importe quelle valeur τ ∈ K \ {0} qui n’annule pas le de´nomi-
nateur ar(t) (ce qui est toujours possible si le corps posse`de au moins
r(m+ n− 2r) + 1 e´le´ments).
De´finition 1.7.15 Supposons que ϕ est de rang r. L’inverse de Moo-
re-Penrose ge´ne´ralise´ de ϕ (en rang r) est l’application line´aire ϕ[−1]r,t :
F ′ → E′ de´finie par :
∀y ∈ F ′ ϕ[−1]r,t(y) = ϕ−10 (piImϕ(y)).
Proposition 1.7.16 (inverse de Moore-Penrose ge´ne´ralise´)
Soient m,n, r > 0 dans N avec r ≤ min(m,n), A ∈ Km×n de rang r,
V ∈ Km×1.
(1) L’inverse de Moore-Penrose ge´ne´ralise´ de A en rang r est la ma-
trice A[−1]r,t ∈ K(t)n×m e´gale a`
a−1r
(
ar−1Im − ar−2A◦A+ · · ·+ (−1)r−1(A◦A)r−1
)
A◦ (1.52)
ou` ak = G′k(A).
(2) Le syste`me line´aire AX = V admet une solution si et seulement si
le polynoˆme G′r+1(A|V ) est identiquement nul si et seulement si
V = A A[−1]r,t V (1.53)
Dans ce cas X = A[−1]r,tV est l’unique solution dans Im(A◦).
Remarque. Si ϕ est injective et v ∈ Imϕ est repre´sente´ par un vecteur
colonne V ∈ Km×1 l’e´le´ment A[−1]r,t V est l’unique solution du syste`-
me line´aire correspondant. En conse´quence, il ne de´pend pas de t et les
fractions rationnelles donne´es par le calcul des coordonne´es de A[−1]r,t V
se simplifient en des constantes.
Cas des matrices syme´triques
Dans ce paragraphe E′ = F ′ = K(t)n×n, ϕ est de´fini par une matrice
syme´trique A = tA ∈ Kn×n et rg(ϕ) = r. Soit λ l’automorphisme li-
ne´aire de E′ defini par Qn par rapport a` la base canonique.
De´finissons ϕ̂ = λ−1 ◦ ϕ, ϕ˜ = ϕ ◦ λ.
1.7. Re´solution uniforme des syste`mes line´aires 47
La matrice de ϕ̂ est Â = Q−1n A, celle de ϕ˜ est A˜ = AQn.
Puisque A est syme´trique, on a :
Â(t) = t(A˜)(1/t) et ϕ◦ = λ−1 ◦ ϕ ◦ λ = ϕ̂ ◦ λ = λ−1 ◦ ϕ˜ .
On en de´duit :
Im ϕ̂ = Imϕ◦, Ker ϕ̂ = Kerϕ, Im ϕ˜ = Imϕ,
Ker ϕ˜ = Kerϕ◦, Imϕ = λ(Imϕ◦), Kerϕ = λ(Kerϕ◦)
Donc l’e´quation (1.46) peut eˆtre re´e´crite comme deux de´compositions
orthogonales (par rapport a` la forme biline´aire 〈., .〉tE′) :
Im ϕ̂⊕Ker ϕ̂ = Imϕ◦ ⊕Kerϕ = I◦ ⊕K = E′,
Im ϕ˜⊕Ker ϕ˜ = Imϕ⊕Kerϕ◦ = I ⊕K◦ = E′.
Nous notons ϕ˜0 l’automorphisme de I obtenu par restriction de ϕ˜.
Les applications line´aires ϕ, ϕ˜ et ϕ˜0 ont meˆme rang r, et la somme
directe Im ϕ˜⊕Ker ϕ˜ = I ⊕K◦ = E′ entraˆıne que :
det(In + Z ϕ˜) = det(IdI + Z ϕ˜0) = 1 + b1(t)Z + · · ·+ br(t)Zr (1.54)
avec br 6= 0 et br+1 = . . . = bn = 0. Les bi(t) sont au signe pre`s les
coefficients du polynoˆme caracte´ristique de ϕ˜.
On vient de de´montrer la version simplifie´e du lemme 1.7.13. Ceci
constitue le re´sultat cle´ de Mulmuley [73].
Lemme 1.7.17 (Conditions de Mulmuley pour le rang d’une matrice
syme´trique) Soit A˜ = AQn avec A ∈ Kn×n syme´trique. Soit ck = ck(t)
le coefficient de Zn−k dans le polynoˆme caracte´ristique P
A˜
(Z) de A˜.
Alors, la matrice A est de rang ≤ r si et seulement si les polynoˆmes
ck(t) pour k > r sont identiquement nuls.
Elle est de rang r si en outre cr(t) 6= 0.
Puisqu’on a la somme orthogonale Im ϕ˜ ⊕ Ker ϕ˜ = E′ on peut re-
produire les calculs donne´s dans le cas des matrices syme´triques re´elles
et on obtient le re´sultat suivant, qui simplifie ceux obtenus dans le cas
d’une matrice arbitraire, de fac¸on similaire a` la proposition 1.7.9.
Proposition 1.7.18 (Un inverse ge´ne´ralise´ d’une matrice syme´trique)
Soit A ∈ Kn×n syme´trique de rang r, E′ = K(t)n et ϕ : E′ → E′
l’application line´aire de´finie par A. On conside`re la matrice A˜ = AQn.
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Les coefficients bi sont de´finis par l’e´galite´ (1.54). Dans la suite l’or-
thogonalite´ s’entend par rapport a` la forme biline´aire 〈., .〉tE′.
(1) La projection orthogonale piImϕ sur le sous-espace Imϕ de E
′ a
pour matrice :
P = b−1r
(
br−1 A˜− br−2 A˜ 2 + · · ·+ (−1)r−1b1 A˜ r−1 + (−1)rA˜ r
)
.
(2) L’inverse de Moore-Penrose ge´ne´ralise´ ϕ˜ [−1]r,t ∈ L(E′, E′) de ϕ˜ a
pour matrice :
A˜ [−1]r,t = br−1
(
br−1 P − br−2 A˜+ · · ·+ (−1)r−1b1 A˜ r−2 + (−1)rA˜ r−1
)
(3) L’endomorphisme ψ = λ ◦ ϕ˜ [−1]r,t de E′, dont la matrice est B =
Qn A˜
[−1]r,t, est un inverse ge´ne´ralise´ de ϕ au sens suivant :
ϕ ◦ ψ ◦ ϕ = ϕ et ψ ◦ ϕ ◦ ψ = ψ .
L’application line´aire ϕ ◦ ψ est la projection sur Imϕ paralle`lement a`
Kerψ et ψ ◦ ϕ est la projection sur Imψ paralle`lement a` Kerϕ.
Pour tout vecteur colonne V le syste`me line´aire AX = V admet une
solution si et seulement si ABV = V et en cas de re´ponse positive, BV
est l’unique solution dans l’espace Imψ.
Preuve. Il reste a` prouver le point 3. Posons θ = ϕ˜ [−1]r,t . On sait que
ϕ˜ ◦ θ ◦ ϕ˜ = ϕ˜ et θ ◦ ϕ˜ ◦ θ = θ .
Puisque ϕ˜ = ϕ◦λ et ψ = λ◦θ, cela donne tout de suite les deux e´galite´s
demande´es pour ψ et ϕ. Tout le reste suit sans difficulte´. uunionsq
Pour la the´orie des inverses ge´ne´ralise´s nous recommandons les livres
[Bha] et [LT].
Interpre´tation par les identite´s de Cramer
Supposons la matrice A de rang r et V dans l’espace engendre´ par
les colonnes de A. Appelons Cj la j - e`me colonne de A. Soit µα,β =
det(Aα,β) le mineur d’ordre r de la matrice A extrait sur les lignes
α = {α1, . . . , αr} et les colonnes β = {β1, . . . , βr}. Pour j = 1, . . . , r
soit να,β,j le de´terminant de la meˆme matrice extraite, a` ceci pre`s que la
colonne j a e´te´ remplace´e par la colonne extraite de V sur les lignes α.
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Alors on obtient pour chaque couple (α, β) de multi-indices une identite´
de Cramer :
µα,β V =
∑r
j=1
να,β,j Cβj (1.55)
due au fait que le rang de la matrice (A1..m,β|V ) est infe´rieur ou e´gal a`
r (cf. l’e´galite´ 1.6 page 8). Ceci peut se relire comme suit :
µα,β V =
[
Cβ1 . . . Cβr
] ·
 να,β,1...
να,β,r
 =
=
[
Cβ1 . . . Cβr
] ·Adj(Aα,β) ·
 vα1...
vαr
 =
= A · (In)1..n,β ·Adj(Aα,β) · (Im)α,1..m · V (1.56)
Notons |α| = ∑ri=1 αi, |β| = ∑ri=1 βi. Rappelons que
G′r(A)(t) =
∑
α,β
t|α|−|β| µ2α,β.
Si nous multiplions chaque e´galite´ (1.56) par µα,β t
|α|−|β| et si nous ad-
ditionnons toutes ces e´galite´s nous obtenons une expression de la forme :
G′r(A) ·V = A ·
(∑
α,β
µα,β t
|α|−|β| · (In)1..n,β ·Adj(Aα,β) · (Im)α,1..m
)
·V
Cette formule ressemble beaucoup trop a` (1.53) donne´e dans la propo-
sition 1.7.16 :
V = A A[−1]r,t V
pour ne pas eˆtre due a` une e´galite´
G′r(A)A[−1]r,t =
∑
β,α
µα,β t
|α|−|β| (In)1..n,β ·Adj(Aα,β)·(Im)α,1..m. (1.57)
Ainsi l’inverse de Moore-Penrose ge´ne´ralise´ peut eˆtre interpre´te´ comme
une somme ponde´re´e d’identite´s de Cramer.
Nous ne prouverons cependant pas cette dernie`re e´galite´. On peut
la trouver, de´montre´e dans un cadre diffe´rent (plus ge´ne´ral) et formule´e
diffe´remment, comme l’e´galite´ 2.13 dans [76] ou, avec la meˆme formula-
tion qu’ici, dans [25].

2. Algorithmes de base en
alge`bre line´aire
Introduction
Il s’agit dans ce chapitre de de´crire et d’analyser certaines me´thodes
se´quentielles, plus ou moins classiques, pour le calcul du de´terminant et
du polynoˆme caracte´ristique a` coefficients dans un anneau commutatif.
L’objectif recherche´ est de comparer ces algorithmes se´quentiels et de
de´gager le meilleur possible, c’est-a`-dire le plus rapide the´oriquement et
pratiquement, occupant le moins d’espace me´moire possible (en e´vitant
notamment l’explosion de la taille des re´sultats interme´diaires), le plus
facilement imple´mentable sur machine se´quentielle et le plus ge´ne´ral,
c’est-a`-dire applicable dans un anneau commutatif arbitraire.
Nous introduirons plus loin (chapitre 4) des notions pre´cises de com-
plexite´. Dans ce chapitre nous nous contenterons de la notion informelle
de complexite´ arithme´tique donne´e par le compte du nombre d’ope´ra-
tions arithme´tiques dans l’anneau de base lors de l’exe´cution de l’algo-
rithme conside´re´. Nous ferons e´galement quelques commentaires, sou-
vent informels, sur le bon controˆle (ou non) de la taille des re´sultats
interme´diaires.
Nous commenc¸ons par l’algorithme du pivot de Gauss pour le calcul
du de´terminant. C’est l’algorithme d’alge`bre line´aire le plus classique. Il
fonctionne sur un corps et posse`de de nombreuses applications (solutions
de syste`mes line´aires , calcul de l’inverse, LU-de´composition . . .). La me´-
thode du pivot pour la re´solution des syste`mes line´aires est en fait due
aux savants chinois : on pourra consulter a` ce sujet la notice historique
du chapitre 3 dans l’ouvrage de Schrijver [Sch] ainsi que l’e´tude plus
re´cente de Karine Chemla 1 [15, 16].
1. De`s le troisie`me sie`cle de notre e´re, on trouve dans les commentaires de Liu
Hui sur le texte classique Les neuf Chapitres ce qu’il semble le´gitime d’appeler une
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Nous continuons avec un algorithme qui a pour me´rite sa tre`s grande
simplicite´ : l’algorithme de Jordan-Bareiss qui peut eˆtre vu comme une
adaptation de la me´thode du pivot de Gauss, avec un meilleur compor-
tement des coefficients interme´diaires. Cet algorithme fonctionne sur un
anneau commutatif inte`gre, a` condition que les divisions exactes ne soit
pas trop couˆteuses. Dans le cas du calcul du polynoˆme caracte´ristique, il
devient un algorithme sans division et s’applique sur un anneau commu-
tatif arbitraire. C’est ce que nous appelons la me´thode de Jordan-Bareiss
modifie´e. Une variante de l’algorithme de Jordan-Bareiss due a` Dodgson
(alias Lewis Caroll) offre des perspectives inte´ressantes dans le cas des
matrices structure´es.
Nous e´tudions ensuite l’algorithme de Hessenberg, couramment uti-
lise´ en analyse nume´rique. Il utilise des divisions par des e´le´ments non
nuls arbitraires (on suppose donc qu’on travaille sur un corps). Mais en
calcul formel, ou` l’on veut des re´sultats exacts, se pose se´rieusement le
proble`me de la croissance de la taille des re´sultats interme´diaires.
Nous signalons la me´thode d’interpolation de Lagrange dans laquelle
le calcul du polynoˆme caracte´ristique de´pend du calcul de plusieurs de´-
terminants.
Nous examinons ensuite des me´thodes qui utilisent des divisions uni-
quement par des nombres entiers (de petite taille). Il s’agit de la me´thode
de Le Verrier et de son ame´lioration a` la Souriau-Faddeev-Frame.
Nous continuons avec les me´thodes sans division de Samuelson-Ber-
kowitz et de Chistov. Plus sophistique´es et nettement plus efficaces que
la me´thode de Jordan-Bareiss modifie´e elles fonctionnent e´galement sur
un anneau commutatif arbitraire. L’algorithme de Chistov pre´sente les
meˆmes caracte´ristiques que celui de Samuelson-Berkowitz mais re´ve`le un
le´ger handicap par rapport a` ce dernier dans les tests expe´rimentaux.
Nous terminons avec les me´thodes qui utilisent les suites re´currentes
line´aires. Celle que nous appelons me´thode de Frobenius a de bonnes
caracte´ristiques tant du point de vue du nombre d’ope´rations arithme´-
tiques que de la taille des re´sultats interme´diaires. Elle ne s’applique
cependant pas en toute ge´ne´ralite´, et, hormis le cas des corps finis, elle
est en pratique surpasse´e par l’algorithme de Berkowitz, sans doute parce
que ce dernier n’utilise pas de division, et a besoin de moins d’espace
me´moire (meilleur controˆle des re´sultats interme´diaires). Nous exposons
e´galement une variante due a` Wiedemann.
Dans ce chapitre, nous nous inte´ressons seulement a` des versions
preuve de correction de l’algorithme du pivot de Gauss pre´sente´ dans ce texte ancien.
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assez simples des algorithmes.
Nous dirons qu’une version d’un algorithme est e´le´mentaire si les
multiplications de matrices, de polynoˆmes ou de nombres entiers qui
interviennent en son sein sont exe´cute´es selon la me´thode classique usu-
elle (dite parfois (( na¨ıve ))). Pour les matrices et les polynoˆmes la multi-
plication usuelle consiste a` appliquer simplement la formule de´finissant
le produit. Pour la multiplication des entiers, il s’agit de l’algorithme
qu’on apprend a` l’e´cole primaire.
D’autre part, nous parlons de versions se´quentielles dans la mesure
ou` les me´thodes qui cherchent a` acce´le´rer l’exe´cution lorsque de nom-
breux processeurs sont utilise´s en paralle`le ne sont pas envisage´es.
Dans ce chapitre, nous ne de´veloppons que des versions se´quentielles
e´le´mentaires.
Rappelons enfin la convention importante suivante : dans tout cet
ouvrage la notation log n signifie max(1, log2 n).
2.1 Me´thode du pivot de Gauss
C’est la me´thode la plus re´pandue et la plus courante aussi bien pour
le calcul exact que pour le calcul approche´ des de´terminants lorsque les
coefficients appartiennent a` un corps K dans lequel les ope´rations de
base ( + , − , × , / ) ainsi que le test d’e´galite´ a` 0 s’effectuent par des
algorithmes.
Son inte´reˆt re´side non seulement dans le fait qu’elle posse`de plusieurs
variantes (symboliques ou nume´riques) jouant un roˆle important dans la
re´duction et l’inversion des matrices et dans la re´solution des syste`mes
line´aires, mais aussi dans le fait que la technique du pivot est utilise´e
dans d’autres me´thodes de re´duction comme celle de Jordan-Bareiss, ou
pour le calcul du polynoˆme caracte´ristique comme nous le verrons plus
loin avec, par exemple, les me´thodes de (( Jordan-Bareiss modifie´e )) ou
de Hessenberg.
2.1.1 Transformations e´le´mentaires
Une matrice est dite triangulaire supe´rieure (resp. triangulaire in-
fe´rieure) si les e´le´ments situe´s au-dessous de (resp. au dessus de) la
diagonale principale sont nuls. On dit matrice triangulaire lorsque le
contexte rend clair de quelle variante il s’agit. Une matrice triangulaire
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est dite unitriangulaire si les coefficients sur la diagonale principale sont
tous e´gaux a` 1.
Base´e sur l’ide´e des e´liminations successives des inconnues dans la
re´solution d’un syste`me line´aire, la me´thode du pivot de Gauss consiste
a` re´duire une matrice A ∈ Km×n a` une matrice triangulaire supe´rieu-
re par une succession de transformations e´le´mentaires sur les lignes (et
e´ventuellement sur les colonnes) de A.
Les transformations e´le´mentaires sur les lignes d’une matrice sont
de trois types :
(i) multiplier une ligne par un e´le´ment non nul de K ;
(ii) e´changer deux lignes ;
(iii) ajouter a` une ligne le produit d’une autre ligne par un e´le´ment
de K.
On de´finit de manie`re analogue les transformations e´le´mentaires sur
les colonnes.
On associe a` toute transformation e´le´mentaire (sur les lignes ou sur
les colonnes) d’une matrice A ∈ Km×n la matrice (dite e´le´mentaire) ob-
tenue en effectuant cette meˆme transformation e´le´mentaire de la matrice
unite´ (matrice unite´ d’ordre m ou n selon le cas). Toute transformation
e´le´mentaire sur les lignes (resp. colonnes) de A revient alors a` multi-
plier a` gauche (resp. a` droite) la matrice A par la matrice e´le´mentaire
correspondante. Ceci est duˆ simplement au fait que si L1, L2 ∈ K1×n,
on a pour tout λ ∈ K :[
λ 0
0 1
] [
L1
L2
]
=
[
λL1
L2
]
;
[
0 1
1 0
] [
L1
L2
]
=
[
L2
L1
]
;
et
[
1 0
λ 1
] [
L1
L2
]
=
[
L1
L2 + λL1
]
· ( 2)
Il est clair que l’inverse d’une transformation e´le´mentaire sur les
lignes (resp. colonnes) est une transformation e´le´mentaire de meˆme type
sur les lignes (resp. colonnes). Pre´cise´ment :[
λ 0
0 1
]−1
=
[
λ−1 0
0 1
]
,
[
0 1
1 0
]−1
=
[
0 1
1 0
]
et
[
1 0
λ 1
]−1
=
[
1 0
−λ 1
]
pour tout λ ∈ K.
2. E´galite´s analogues pour les colonnes.
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Une matrice (et l’application line´aire correspondante) est dite uni-
modulaire si elle est de de´terminant 1. Lorsqu’on veut se limiter aux
transformations e´le´mentaires qui correspondent au produit par une ma-
trice unimodulaire, on a droit seulement a` celles du troisie`me type.
Ne´anmoins, il est facile de voir qu’une succession de trois telles transfor-
mations permet d’obtenir un e´change signe´ de lignes (ou de colonnes) du
type (Li, Lj) ← (Lj ,−Li), qui est conside´re´ comme la variante unimo-
dulaire des transformations e´le´mentaires du deuxie`me type. Les e´changes
signe´s et les transformations e´le´mentaires du troise`me type sont appele´es
transformations e´le´mentaires unimodulaires.
L’e´limination de Gauss proprement dite que nous conside´rons ici
est essentiellement une succession de transformations e´le´mentaires du
troisie`me type sur les lignes : des e´changes de lignes ou de colonnes
n’interviennent que s’il y a lieu de chercher un pivot non nul pour le
ramener au bon endroit. Chaque e´tape de l’algorithme de Gauss consiste
donc a` traiter le pivot (non nul) issu de l’e´tape pre´ce´dente, en faisant
apparaˆıtre des ze´ros au-dessous de ce pivot, et a` de´terminer ensuite
le pivot de l’e´tape suivante pour le placer sur la diagonale conse´cuti-
vement au pivot pre´ce´dent. Si on remplac¸ait les e´changes (de lignes ou
de colonnes) signe´s, on obtiendrait donc une re´duction n’utilisant que
des transformations e´le´mentaires unimodulaires.
En fait, il est bien connu, et c’est une conse´quence de la me´thode
du pivot de Gauss, que toute matrice carre´e inversible est e´gale a` un
produit de matrices e´le´mentaires. Et qu’en conse´quence toute matrice
(de n’importe quel format) peut eˆtre ramene´e par manipulations e´le´men-
taires de lignes et de colonnes a` une forme canonique du type suivant Ir | 0− − −
0 | 0

avec la possibilite´ de lignes ou de colonnes vides.
Cette re´duction est d’une importance the´orique capitale. Citons par
exemple Gabriel & Roiter [GR] page 5, qui donnent d’ailleurs dans leur
chapitre 1 des extensions tre`s inte´ressantes de la me´thode : [. . .] en
de´pit de son e´vidence et de sa simplicite´, ou peut-eˆtre graˆce a` elles,
cette re´duction est tre`s utile, et son usage re´pe´te´ conduit a` des re´sultats
profonds.
Si on se limite aux transformations e´le´mentaires unimodulaires, alors
la forme re´duite est la meˆme que ci-dessus dans le cas d’une matrice rec-
tangulaire ou carre´e non inversible, et pour une matrice carre´e inversible
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il faut modifier la forme re´duite en prenant son dernier coefficient dia-
gonal non ne´cessairement e´gal a` 1.
2.1.2 La LU - de´composition
Lorsque le processus de triangulation d’une matrice A ∈ Km×n
aboutit sans qu’aucune permutation de lignes ou de colonnes n’inter-
vienne — ce qui a lieu si les r premie`res sous-matrices principales do-
minantes de A, r e´tant le rang de A, sont re´gulie`res — et si l’on garde
en me´moire les matrices e´le´mentaires associe´es aux transformations ef-
fectue´es, la me´thode du pivot de Gauss permet d’obtenir, en meˆme temps
que la triangulation de A, ce qu’il est convenu d’appeler une LU -de´com-
position, c’est-a`-dire une fac¸on d’e´crire A sous la forme : A = LU , ou`
U ∈ Km×n est une matrice triangulaire supe´rieure (c’est la forme tri-
angulaire recherche´e de A), et L ∈ Km×m une matrice unitriangulaire
infe´rieure : L n’est autre que l’inverse du produit des matrices e´le´men-
taires correspondant aux transformations successives effectue´es sur les
lignes de A.
Pour une matrice carre´e re´gulie`re, l’existence d’une telle de´compo-
sition e´quivaut au fait que le processus de triangulation arrive a` son
terme sans aucun e´change de lignes ni de colonnes. Elle e´quivaut aussi
a` la comple`te re´gularite´ de la matrice puisque les mineurs principaux
de la matrice conside´re´e ne sont autres que les produits successifs des
pivots rencontre´s au cours du processus. Enfin, toujours dans le cas
d’une matrice carre´e re´gulie`re, l’existence de la de´composition implique
son unicite´. Cela ne serait plus le cas pour une matrice singulie`re comme
on peut le voir ici
 1 0 02 1 0
3 4 1
  1 3 10 0 1
0 0 1
 =
 1 3 12 6 3
3 9 8
 =
 1 0 02 1 0
3 0 1
 1 3 10 0 1
0 0 5
 .
Nous donnons maintenant a` voir le re´sultat de la me´thode du pivot
de Gauss avec des matrices a` coefficients entiers.
Exemples 2.1.1 Nous montrons deux exemples caracte´risitiques, ou` tous les pi-
vots qui se pre´sentent sur la diagonale sont non nuls. Nous donnons les matrices L et
U . Le premier est celui d’une matrice dont les coefficients entiers ne prennent pas plus
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que 2 chiffres. Sur la premie`re ligne les matrices M1 et L1, ensuite la matrice U1.

9 7 8 11 13 4
19 4 56 84 73 10
35 62 −13 17 23 11
20 3 6 7 5 9
49 23 50 42 2 17
 ,

1 0 0 0 0
19
9
1 0 0 0
35
9
−313
97
1 0 0
20
9
113
97
−5562
7963
1 0
49
9
136
97
−4694
7963
−21433
244718
1

,
U1 =

9 7 8 11 13 4
0
−97
9
352
9
547
9
410
9
14
9
0 0
7963
97
16523
97
11586
97
45
97
0 0 0
244718
7963
51521
7963
−10965
7963
0 0 0 0
−15092695
244718
−1665525
244718

.
Le deuxie`me exemple est celui d’une matrice a` coefficients dans Q. Le nume´rateur et
le de´nominateur n’ont qu’un chiffre, mais la croissance de la taille des coefficients est
spectaculaire. Sur la premie`re ligne M2 et U2, sur la seconde L2.
1
6
3
2
−9
5
7
6
−7
6
3
2
−9
8
1
5
7
2
9
−1
9
2
3
7
6
1
8
9
5
7
8
3
4
1
4
−7
9
−4
3
−1
3
−1 −7
6
−4
9
6
7
9
8
−1
2
2
5
−5
9
9
8
2
3
−8
7
−1 4
9
−3
7

,

1
6
3
2
−9
5
7
6
−7
6
0
−117
8
86
5
−137
14
193
18
0 0
6763
3510
−4175
19656
35446
15795
0 0 0
−3391183
1704276
−959257
486936
0 0 0 0
25849022797
10254937392
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

L2 =

1 0 0 0 0 0 0
9 1 0 0 0 0 0
−2
3
−40
351
1 0 0 0 0
21
4
19
39
4635
6763
1 0 0 0
−2 −16
117
−8475
6763
−969733
6782366
1 0 0
27
4
85
117
381
13526
8966489
13564732
251177120859
258490227970
1 0
4
400
819
−54066
47341
−3752551
23738281
64239864618
129245113985
0 1

,
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Nous allons comprendre ces comportements typiques en exprimant
pre´cise´ment les coefficients calcule´s dans la me´thode du pivot de Gauss
en fonction de de´terminants extraits de la matrice initiale. Nous avons
pour cela besoin de pre´ciser les notations.
Notation 2.1.2 Soit A ∈ Km×n une matrice de rang r. On suppose
que la triangulation de Gauss aboutit a` son terme sans e´change de ligne
ni de colonne. Dans ces conditions on pose A[0] = A, on note A[p] la
matrice transforme´e de A a` l’issue de l’e´tape p (p ≤ r) et on note L[p]
le produit des matrices e´le´mentaires correspondant aux transformations
effectue´es au cours de l’e´tape p, de sorte que A[p] = L[p]A[p−1] et L[p]
est une matrice qui ne diffe`re de la matrice unite´ Im que des e´le´ments
de la p - e`me colonne situe´s au-dessous de la diagonale principale. On
note a
[p]
ij l’e´le´ment en position (i, j) de la matrice A
[p] et l
[p]
ij celui de
la matrice L[p].
Le symbole de Kronecker est de´fini page 22 et la notation a
(p)
ij page
3. On a alors :
Proprie´te´ 2.1.3 Avec les notations pre´ce´dentes, les e´le´ments l
[p]
ij , a
[p]
ij
et a
(p)
ij sont lie´s par les relations suivantes (dans (2.1) on a 1 ≤ p ≤ r,
p < j ≤ n et p < i ≤ m) :
a
[p]
ij = a
[p−1]
ij −
a
[p−1]
ip
a
[p−1]
pp
a
[p−1]
pj =
a
[p−1]
ij a
[p−1]
pp − a[p−1]ip a[p−1]pj
a
[p−1]
pp
. (2.1)
l
[p]
ip = −
a
[p−1]
ip
a
[p−1]
pp
si i > p, l
[p]
ij = δij sinon. (2.2)
a
[0]
11a
[1]
22 · · · a[p−1]pp = a(p−1)pp . (2.3)
a
[p]
ij =
a
(p)
ij
a
(p−1)
pp
. (2.4)
l
[p]
ip = −
a
(p−1)
ip
a
(p−1)
pp
si i > p, l
[p]
ij = δij sinon. (2.5)
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Preuve. Les deux premie`res e´quations correspondent exactement aux
affectations de l’algorithme de Gauss. Les deux suivantes correspondent
au fait que les de´terminants des sous matrices correspondantes de A
sont inchange´s par les transformations e´le´mentaires de lignes utilise´es
dans l’algorithme. La dernie`re re´sulte de la deuxie`me et la quatrie`me. uunionsq
Il est clair que la matrice U = A[r−1] (ou` r = rg(A)) obtenue a`
l’issue de la dernie`re e´tape de l’algorithme de Gauss dans ce cas, est
bien la forme triangulaire supe´rieure recherche´e de la matrice A, et que
A = LU ou`
L = [lij ] =
[
L[1]
]−1 [
L[2]
]−1 · · · [L[r−1]]−1 (2.6)
est une matrice triangulaire infe´rieure avec en outre
l ij = −l[j]ij =
a
(j−1)
ij
a
(j−1)
jj
si m ≥ i > j ≥ 1, l ij = δij sinon. (2.7)
En effet la matrice
[
L[p]
]−1
ne diffe`re de L[p] que des e´le´ments l
[p]
ip pour
1 ≤ p < i ≤ m qui doivent eˆtre remplace´s par leurs oppose´s, et la mul-
tiplication a` gauche par
[
L[p−1]
]−1
du produit
[
L[p]
]−1 [
L[p+1]
]−1 · · ·[
L[r−1]
]−1
n’affecte que la (p−1) - e`me colonne de ce dernier (identique a`
la (p−1) - e`me colonne de Im) et revient tout simplement a` la remplacer
par la (p− 1) - e`me colonne de [L[p−1]]−1.
Remarquons aussi que la relation (2.3) montre comment l’algorith-
me du pivot de Gauss permet de calculer les mineurs principaux de la
matrice A (et donc son de´terminant lorsqu’elle est carre´e).
Nous comprenons maintenant dans le cas d’une matrice initiale a`
coefficients entiers le comportement typique de la taille des coefficients
calcule´s dans la me´thode du pivot de Gauss (cf. la matrice M1 de
l’exemple pre´ce´dent). On voit sur les relations (2.4), (2.2) et (2.7) que
tous ces coefficients peuvent eˆtre e´crits comme des fractions dont le nu-
me´rateur et le de´nominateur sont des mineurs de la matrice initiale. En
outre les mineurs sont majore´s (en valeur absolue, donc aussi en taille si
ce sont des entiers) en utilisant l’ine´galite´ de Hadamard. Grosso modo,
en partant d’une matrice a` k lignes avec des coefficients de taille τ , on
obtient dans l’algorithme du pivot de Gauss des coefficients de taille kτ .
Pour ce qui concerne une matrice a` coefficients dans Q (comme M2),
pour obtenir une majoration de la taille des coefficients calcule´s, nous
devons remplacer M2 par une matrice a` coefficients entiers M
′
2 = cM2
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(ou` c est le ppcm des de´nominateurs). Grosso modo, en partant d’une
matrice a` k lignes avec des coefficients dont le de´nominateur et le nu-
me´rateur sont de taille τ , on obtient maintenant dans l’algorithme du
pivot de Gauss des coefficients de taille kτ2.
Algorithme du pivot de Gauss simplifie´
L’algorithme simplifie´ pour la me´thode du pivot de Gauss s’applique
pour les matrices fortement re´gulie`res. Dans ce cas, il n’y a pas de re-
cherche de pivot et la matrice est de rang maximum inf(m,n). Cet al-
gorithme remplace la matrice A par une matrice de meˆmes dimensions
dont la partie supe´rieure (diagonale principale comprise) est celle de la
matrice U et la partie infe´rieure (sans la diagonale) 3 celle de la matrice
L de la LU -de´composition de A. On obtient l’algorithme 2.1.
Algorithme 2.1 Algorithme du pivot de Gauss simplifie´ (sans
recherche de pivot) et LU-de´composition.
Entre´e : Une matrice A = (aij) ∈ Km×n fortement re´gulie`re.
Sortie : La matrice A transforme´e ainsi que les matrices L et U comme
explique´ ci-dessus.
De´but
Variables locales : i, j, p ∈ N ; piv ∈ A ;
pour p de 1 a` inf(m,n) faire
piv := app ;
pour i de p+ 1 a` m faire
aip := aip/piv ;
pour j de p+ 1 a` n faire aij := aij − aip ∗ apj
fin pour
fin pour
fin pour
Fin.
En fait la dernie`re e´tape ( p = inf(m,n)) de la boucle principale ne
s’exe´cute que si m > n et elle ne modifie alors que les valeurs des ain
pour i > n. On aurait donc pu e´crire pour p de 1 a` inf(m,n) − 1
faire . . . mais il aurait fallu rajouter a` la fin :
3. Et sans les e´le´ments nuls en position (i, j) avec i > j > n lorsque m ≥ n+ 2.
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si m > n alors
piv := ann ;
pour i de n+ 1 a` m faire
ain := ain/piv ;
fin pour
fin si
Un calcul e´le´mentaire donne le re´sultat suivant.
Proposition 2.1.4 Le nombre d’ope´rations arithme´tiques dans K lors-
qu’on exe´cute l’algorithme du pivot de Gauss simplifie´, est majore´ par :
n(m− 1)(2n− 2m+ 1) + 16m(m− 1)(4m− 5)
ce qui donne pour m = n la majoration 23n
3 − 12n2 − 16n.
Si la matrice A est de rang r et si les r premiers mineurs principaux
dominants sont non nuls, l’algorithme pre´ce´dent, modifie´ pour s’arreˆter
lorsque le pivot piv est nul, fournit encore la LU -de´composition de A.
Cela donne l’algorithme 2.2 page suivante.
Exemple 2.1.5 Voici une matrice M3 ∈ Z6×5 de rang 4, suivie des matrices L3
et U3 obtenues a` partir de l’algorithme 2.2.

−73 −53 −30 45 −58
21 −54 −11 0 −1
72 −59 52 −23 77
33 55 66 −15 62
−41 −95 −25 51 −54
14 55 35 −5 25
 ,

1 0 0 0 0 0
−21
73
1 0 0 0 0
−72
73
8123
5055
1 0 0 0
−33
73
−2266
5055
220594
272743
1 0 0
41
73
4762
5055
52277
272743
1193
949
1 0
−14
73
−1091
1685
83592
272743
1052
949
0 1


−73 −53 −30 45 −58
0
−5055
73
−1433
73
945
73
−1291
73
0 0
272743
5055
196
337
243716
5055
0 0 0
2911532
272743
−3038698
272743
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

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Algorithme 2.2 Deuxie`me algorithme du pivot de Gauss sim-
plifie´ (sans recherche de pivot) et LU-de´composition.
Entre´e : Une matrice A = (aij) ∈ Km×n.
Sortie : La matrice A transforme´e ainsi que le rang r de A lorsque celui-ci
est e´gal a` l’ordre du dernier mineur principal dominant non nul. On obtient
e´galement, dans ce cas, la LU-de´composition de la matrice A comme dans
l’algorithme 2.1.
De´but
Variables locales : i, j, p, r ∈ N ; piv ∈ K ;
p := 1 ; r := inf (m,n) ;
tant que p ≤ inf (m,n) faire
piv := app ;
si piv = 0 alors r := p− 1 ; p := inf (m,n) sinon
pour i de p+ 1 a` m faire
aip := aip/piv ;
pour j de p+ 1 a` n faire
aij := aij − aip ∗ apj
fin pour
fin pour
fin si ;
p := p+ 1
fin tant que
Fin.
2.1.3 Algorithmes avec recherche de pivot non nul
Si on rencontre un pivot nul sur la diagonale principale au cours
du processus de triangulation on doit proce´der a` des e´changes de lignes
et/ou de colonnes pour ramener un pivot en position convenable (s’il
reste un e´le´ment non nul dans le coin sud-est). Alors ce n’est pas une
LU -de´composition de A que l’on obtient avec la me´thode du pivot de
Gauss, mais une P˜LUP -de´composition (voir par exemple [AHU, BP]),
c’est-a`-dire une LU -de´composition du produit a` droite et a` gauche de la
matrice A par des matrices de permutation.
De manie`re plus pre´cise, si a` l’issue de l’e´tape p− 1 du processus de
triangulation, on obtient un pivot nul (a
[p−1]
pp = 0), alors de deux choses
l’une : ou bien a
[p−1]
ij = 0 pour tous i, j ≥ p auquel cas le rang de A
est e´gal a` p− 1, et le processus est termine´, ou bien on peut trouver des
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entiers i et j ≥ p et tels que a[p−1]ij 6= 0. Dans ce cas, une permutation
de lignes et/ou de colonnes doit intervenir pour remplacer le pivot nul
par l’e´le´ment a
[p−1]
ij : ce qui revient a` remplacer la matrice A
[p−1] par
la matrice Eip(m) A
[p−1] Ejp(n) ou` Ekl(h) de´signe la matrice e´le´men-
taire obtenue a` partir de Ih par e´change des lignes k et l (ou, ce qui
revient au meˆme, par e´change des colonnes k et l). Cette ope´ration,
qui pre´pare A[p−1] a` subir avec succe`s l’e´tape p, n’alte`re pas les p − 1
premie`res lignes et les p − 1 premie`res colonnes de cette matrice. Plus
pre´cise´ment, elle commute avec les ope´rations de type (( traitement d’un
pivot )) de´ja` effectue´es (qui correspondent au produit a` gauche par une
matrice triangulaire infe´rieure). Par exemple, si sur une matrice 6 × 6
on doit faire des e´changes de lignes et de colonnes avant de traiter les
pivots no 3 et 5 on obtiendra la de´composition suivante
L[5]Q5 L
[4] L[3]Q3 L
[2] L[1] = L[5] L˜[4] L˜[3] L˜[2] L˜[1]Q5Q3 = L5Q5Q3
ou`
L˜[4] = Q5 L
[4]Q5 , L˜
[3] = Q5 L
[3]Q5 ,
L˜[2] = Q5Q3 L
[2]Q3Q5 , L˜
[1] = Q5Q3 L
[1]Q3Q5
et
L5 = L
[5] L˜[4] L˜[3] L˜[2] L˜[1],
et donc
A = Q3Q5(L5)
−1 U P5 P3 = P˜ LU P .
Ainsi le processus de triangulation de Gauss, lorsqu’une recherche
de pivots intervient, se rame`ne a` un processus sans recherche de pivot
sur le produit a` droite et a` gauche de la matrice A par des matrices
de permutation. Cela montre aussi que l’algorithme du pivot de Gauss,
applique´ a` la matrice A, donne, en meˆme temps que sa P˜LUP -de´com-
position, le rang de la matrice A.
Notons aussi que la me´thode avec recherche du pivot permet de cal-
culer dans tous les cas le de´terminant de la matrice A si elle est carre´e.
Il suffit de garder en me´moire et de mettre a` jour a` chaque e´tape la
parite´ des permutations de lignes et de colonnes de´ja` effectue´es.
LUP-de´composition d’une matrice surjective
Un cas particulier est donne´ par les matrices surjectives. Un pivot
non nul existe toujours sur la ligne voulue. Cela donne l’algorithme 2.3
page suivante.
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Algorithme 2.3 LUP-de´composition d’une matrice surjective.
Entre´e : Une matrice A = (aij) ∈ Km×n surjective.
Sortie : La matrice A transforme´e (elle donne les matrices L et U comme
dans l’algorithme 2.1), la matrice de permutation P et sa signature e ∈
{−1, 1}.
De´but
Variables locales : i, j, p ∈ N ; piv ∈ K ;
P := In ; e := 1 ;
pour p de 1 a` m faire
piv := app ; j := p ;
si piv = 0 alors
tant que piv = 0 faire
j := j + 1 ; piv := apj ;
fin tant que ;
EchCol(A, p, j) ; EchCol(P, p, j) ; e := −e ;
# EchCol(A, p, j) est une proce´dure qui e´change
# les colonnes p et j de la matrice A.
fin si ;
pour i de p+ 1 a` m faire
aip := aip/piv ;
pour j de p+ 1 a` n faire aij := aij − aip ∗ apj
fin pour
fin pour
fin pour
Fin.
Ainsi lorsqu’une matrice A ∈ Km×n est surjective (c’est-a`-dire si
son rang est e´gal au nombre de ses lignes), on peut la de´composer en un
produit de trois matrices L, U, P ou` L ∈ Kn×n est une matrice trian-
gulaire infe´rieure avec des 1 sur la diagonale, U ∈ Km×n une matrice
triangulaire supe´rieure et P ∈ Kn×n une matrice de permutation.
La LUP -de´composition permet de re´soudre des proble`mes comme le
calcul du de´terminant ou la re´solution d’un syste`me d’e´quations line´ai-
res. En effet, pour re´soudre le syste`me Ax = b avec A = LU P , on
commence par re´soudre le syste`me Lz = b puis le syste`me U y = z et
enfin le syste`me P x = y. Les deux premiers syste`mes sont des syste`mes
triangulaires que l’on peut re´soudre par substitutions successives des
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inconnues (en O(n2) ope´rations arithme´tiques donc) et le dernier sys-
te`me est une simple permutation des inconnues. Enfin detA = ±detU
(selon la parite´ de la permutation repre´sente´e par la matrice P ).
Il faut remarquer qu’une matrice non surjective n’admet pas toujours
de LUP -de´composition comme par exemple la matrice
[
0 0
1 1
]
.
Par ailleurs la LUP -de´composition d’une matrice surjective n’est pas
unique comme on peut le voir sur la matrice A =
[
2 1 1
0 3 4
]
qui
admet les deux LUP -de´compositions A = LU P avec L = I2, P = I3
et U = A, ou encore A = LU P avec
L =
[
1 0
3 1
]
, U =
[
1 2 1
0 −6 1
]
et P =
 0 1 01 0 0
0 0 1
 .
Notons enfin que la matrice U obtenue dans la de´composition A =
LU P est une matrice surjective et fortement re´gulie`re.
Re´solution de syste`mes line´aires et calcul de l’inverse
La me´thode du pivot de Gauss permet de re´soudre un ou plusieurs
syste`mes line´aires associe´s a` la meˆme matrice, en triangulant la matrice
e´largie aux seconds membres.
Dans sa variante (( Gauss-Jordan )), qui consiste a` poursuivre le pro-
cessus d’e´limination de Gauss (( de bas en haut )) et (( de droite a` gauche ))
sur les lignes de la matrice U de fac¸on a` annuler les e´le´ments au dessus
de la diagonale principale, la me´thode du pivot de Gauss sert e´galement
a` calculer l’inverse d’une matrice carre´e inversible lorqu’on l’applique a`
cette matrice e´largie (a` droite) avec la matrice unite´ de meˆme ordre,
moyennant un couˆt le´ge`rement supe´rieur qui fait passer la constante
dans O(n3) de 23 a` 43 .
2.2 Me´thode de Jordan-Bareiss
La me´thode du pivot de Gauss est une me´thode de traitement au-
tomatique des syste`mes d’e´quations line´aires dont les coefficients et les
inconnues sont dans un corps donne´ K. Cette me´thode fonctionne bien
dans le cas de matrices a` coefficients dans un corps fini (et dans une
moindre mesure, dans le cas du corps Q). Mais hormis le cas des corps
finis, elle posse`de l’inconve´nient majeur de ne´cessiter une simplification
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syste´matique des fractions calcule´es si on ne veut pas voir la taille des
coefficients exploser, ce qui entraˆıne souvent un temps de calcul prohibi-
tif, par exemple lorsqu’on travaille avec un corps de fractions rationnelles
a` plusieurs variables. En outre cette me´thode utilise des divisions et ne
s’applique donc pas si la matrice a ses coefficients dans un anneau arbi-
traire.
Nous allons voir dans cette section que la me´thode connue aujour-
d’hui sous le nom de (( me´thode de Bareiss )), qui peut eˆtre conside´re´e
comme une adaptation de la me´thode du pivot de Gauss classique, per-
met dans une certaine mesure de pallier aux inconve´nients pre´sente´s par
cette dernie`re.
La me´thode de Bareiss (cf. [4], 1968) e´tait connue de Jordan (cf.
[Dur]), et elle semble avoir e´te´ de´couverte par Dodgson (plus connu sous
le nom de Lewis Caroll) qui en a donne´ une variante dans [26]. Nous la
de´signerons de´sormais sous le nom de me´thode de Jordan-Bareiss.
Nous re´servons le nom de me´thode de Dodgson a` la variante de Lewis
Caroll que nous exposons a` la fin de la section.
La me´thode de Jordan-Bareiss est valable dans le cas d’un anneau
inte`gre A ou` l’e´galite´ peut eˆtre teste´e par un algorithme, et l’addition, la
multiplication et la division (( exacte )) (quand il y a un quotient exact)
peuvent eˆtre effectue´es par des algorithmes. Cela signifie, pour la division
exacte, qu’il y a un algorithme prenant en entre´e un couple (a, b) ∈
A2, b 6= 0, et donnant en sortie l’unique e´le´ment x ∈ A ve´rifiant ax = b,
dans le cas ou` il existe.
2.2.1 Formule de Dodgson-Jordan-Bareiss et variantes
Soit A une matrice dans Am×n. Reprenant les relations donne´es a` la
proprie´te´ 2.1.3, et puisque tous les coefficients a
[p]
ij s’e´crivent a
(p)
ij /a
(p−1)
pp
(relation (2.4)) avec le meˆme de´nominateur pour un p fixe´, l’ide´e est de
calculer directement les nume´rateurs de manie`re re´cursive. L’e´quation
(2.1) se relit alors sous la forme
a
(p)
ij =
a
(p−1)
ij a
(p−1)
pp − a(p−1)ip a(p−1)pj
a
(p−2)
p−1,p−1
(2.8)
C’est ce que nous appellerons la formule de Dodgson-Jordan-Bareiss.
On peut obtenir ce meˆme re´sultat en appliquant l’identite´ de Sylvester
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(1.10) de la proposition 1.1.7 page 9 a` la matrice[
Ap A1..p,j
Ai,1..p aij
]
avec p ∈ [1..min(m,n)− 1] , i ∈ [p+ 1..m] , j ∈ [p+ 1..n] . Cela donne :
Proposition 2.2.1 (Formule de Dodgson-Jordan-Bareiss)
Soit A un anneau commutatif arbitraire. Pour toute matrice A = (aij) ∈
Am×n, on a la relation :
a
(p)
ij × a(p−2)p−1,p−1 =
∣∣∣∣∣ a
(p−1)
pp a
(p−1)
pj
a
(p−1)
ip a
(p−1)
ij
∣∣∣∣∣ (2.9)
avec les conventions usuelles a
(−1)
00 = 1 et a
(0)
ij = aij.
On a e´galement la variante suivante. Si l’on applique la formule (1.9)
de la proposition 1.1.7 a` la matrice
[
Ap A1..p,j
Ai,1..p aij
]
, on obtient :
Proposition 2.2.2 (Formule de Bareiss a` plusieurs e´tages)
Soit A un anneau commutatif arbitraire. Pour toute matrice A ∈ Am×n
et tout entier p ≥ 2, on a lorsque 1 ≤ r ≤ p − 1, p + 1 ≤ i ≤ m, et
p+ 1 ≤ j ≤ n :
(
a(r−1)rr
)p−r
a
(p)
ij =
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a
(r)
r+1,r+1 . . . a
(r)
r+1,n a
(r)
r+1,j
...
. . .
...
...
a
(r)
p,r+1 . . . a
(r)
p,p a
(r)
p,j
a
(r)
i,r+1 . . . a
(r)
i,p a
(r)
i,j
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. (2.10)
Dans son article, Bareiss a remarque´ qu’on pouvait utiliser cette
identite´ avec p − r = 2 pour calculer les a(p)ij de proche en proche,
lorsque l’anneau est inte`gre et posse`de un algorithme de division exacte.
En fait la (( me´thode de Bareiss )) couramment utilise´e aujourd’hui
est plutoˆt base´e sur la premie`re formule (celle de Dodgson-Jordan-Ba-
reiss). L’e´quation (2.8) permet en effet de calculer les a
(p)
ij de proche en
proche.
La me´thode de Jordan-Bareiss est donc une adaptation de la me´thode
du pivot de Gauss qui garantit, tout au long du processus de triangula-
tion de la matrice traite´e, l’appartenance des coefficients a` l’anneau de
base. L’efficacite´ de cet algorithme tient a` ce que les coefficients calcule´s
sont tous des de´terminants extraits de la matrice initiale, et donc restent
de taille raisonnable pour la plupart des anneaux usuels.
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Algorithme de Jordan-Bareiss
En utilisant la relation (2.8) on obtient l’algorithme de Jordan-Ba-
reiss 2.4, dans sa version de l’e´limination a` un seul e´tage de´charge´e de
la recherche du pivot.
Rappelons les conventions a
(−1)
00 = 1 et a
(p−1)
pp = 0 pour p >
inf(m,n).
Algorithme 2.4 Algorithme de Jordan-Bareiss
Entre´e : Une matrice A = (aij) ∈ Am×n. L’anneau A est suppose´ inte`gre
avec un algorithme de division exacte.
Sortie : La matrice A transforme´e. Si les r premiers mineurs principaux
dominants sont non nuls, et si le (r+1)-e`me est nul, elle contient en position
(i, j) le mineur a
(p)
i,j avec p = inf(r, i−1, j−1). L’entier r est aussi calcule´.
Si en outre r = rg(A) on retrouve facilement la LU-de´composition de A
a` partir de la sortie, comme explique´ avant l’exemple 2.2.3.
De´but
Variables locales : i, j, p ∈ N ; piv, den, coe ∈ A ;
p := 1 ; den := 1 ; r := inf(m,n) ;
tant que p < inf(m,n) faire
piv := app ;
si piv = 0 alors p := inf(m,n) ; r := p− 1 sinon
pour i de p+ 1 a` m faire
coe := aip ;
pour j de p+ 1 a` n faire
aij := (piv ∗ aij − coe ∗ apj) / den
fin pour
fin pour
fin si ;
p := p+ 1 ;
den := piv
fin tant que
Fin.
On retrouve facilement la LU -de´composition de A a` partir de la
matrice retourne´e par l’algorithme pre´ce´dent en utilisant les formules
(2.4) (proprie´te´ 2.1.3) et (2.7) page 59 : notons cij les coefficients de
cette matrice ; alors pour la matrice L on a lij = cij/cjj si 1 ≤ j <
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i ≤ m (lij = δij sinon) et pour la matrice U on a uij = cij/ci−1,i−1 si
1 ≤ i ≤ j (uij = 0 sinon). On peut le voir sur l’exemple suivant.
Exemple 2.2.3 Dans cet exemple on reprend la matrice M3 de l’exemple 2.1.5
et on donne ses transforme´es par les algorithmes de Jordan-Bareiss et de Gauss.
M3 =

−73 −53 −30 45 −58
21 −54 −11 0 −1
72 −59 52 −23 77
33 55 66 −15 62
−41 −95 −25 51 −54
14 55 35 −5 25


−73 −53 −30 45 −58
21 5055 1433 −945 1291
72 8123 272743 2940 243716
33 −2266 220594 2911532 −3038698
−41 4762 52277 3660124 0
14 −3273 83592 3227536 0


−73 −53 −30 45 −58
−21
73
−5055
73
−1433
73
945
73
−1291
73
−72
73
8123
5055
272743
5055
196
337
243716
5055
−33
73
−2266
5055
220594
272743
2911532
272743
−3038698
272743
41
73
4762
5055
52277
272743
1193
949
0
−14
73
−1091
1685
83592
272743
1052
949
0

Comparons l’algorithme de Jordan-Bareiss a` l’algorithme du pivot
de Gauss dans le cas de l’anneau A = Z[X,Y ].
Lorsqu’on utilise l’algorithme du pivot de Gauss dans le corps des
fractions FA = Q(X,Y ) sans re´duire les fractions au fur et a` mesure
qu’elles sont calcule´es (ce qui est tre`s couˆteux), il n’est pas difficile de voir
que les degre´s des nume´rateurs et de´nominateurs ont un comportement
exponentiel. Avec l’algorithme de Jordan-Bareiss, par contre, les degre´s
ont seulement une croissance line´aire.
Remarque. Dans le cas non inte`gre, le fonctionnement de l’algorith-
me de Jordan-Bareiss sans recherche du pivot reste possible si tous les
mineurs principaux rencontre´s a
(p−1)
pp au cours du processus de triangu-
lation sont non diviseurs de 0, et si les divisions exactes :
a
(p−1)
pp a
(p−1)
ij − a(p−1)ip a(p−1)pj
a
(p−2)
p−1,p−1
peuvent se faire algorithmiquement .
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Cette condition est satisfaite lorsqu’on remplace la matrice carre´e A
par sa matrice caracte´ristique A − XIn ∈ A [X]n×n ou` tous les pivots
rencontre´s sont des polynoˆmes unitaires (au signe pre`s). Donc l’algo-
rithme de Jordan-Bareiss applique´ a` A −XIn ne fait intervenir que la
structure d’anneau de A et ne ne´cessite aucune division dans A. C’est
l’objet du paragraphe suivant.
2.2.2 Cas d’un anneau commutatif arbitraire : me´thode
de Jordan-Bareiss modifie´e
C’est la me´thode de Jordan-Bareiss applique´e a` la matrice carac-
te´ristique A − XIn d’une matrice carre´e A ∈ An×n. Les coefficients
de A − XIn sont dans l’anneau A [X]. Meˆme si A n’est pas inte`gre,
les divisions exactes requises sont ici des divisions par des polynoˆmes
unitaires qui ne ne´cessitent par conse´quent aucune division dans A, mais
uniquement des additions, soustractions, et multiplications. En parti-
culier, aucune permutation de lignes ou de colonnes n’intervient au cours
du processus de triangulation.
La me´thode de Jordan-Bareiss modifie´e permet donc de calculer le
polynoˆme caracte´ristique de la matrice A, et par conse´quent son de´ter-
minant, son adjointe, et, au cas ou` elle est inversible, son inverse.
Cette me´thode a e´te´ propose´e en 1982 par Sasaki & Murao [80]. Les
auteurs remarquent e´galement que dans un calcul de base de l’algorithme
(du type (( produit en croix divise´ par le pivot pre´ce´dent ))) :
f(X) :=
a(X) c(X)− b(X) d(X)
e(X)
,
les degre´s en X sont e´gaux a` k ou k + 1 pour f, a` k ou k − 1 pour
a, b, c, d et a` k−1 pour e. On peut donc se passer de calculer les coeffi-
cients des monoˆmes de degre´ < k−1 dans ac−bd et le calcul du quotient
ne doit pas non plus s’encombrer des termes de degre´s < k − 1 dans
les restes successifs (pour l’algorithme usuel de division des polynoˆmes).
Ceci conduit pre´cise´ment aux re´sultats suivants.
– Les coefficients des monoˆmes de degre´ k− 1 a` 2k dans le produit
de deux polynoˆmes de degre´ k se calculent (en utilisant la me´tho-
de usuelle) en k2 + 2 k − 2 ope´rations arithme´tiques.
– La division exacte d’un polynoˆme de degre´ 2k par un polynoˆme
unitaire de degre´ k−1 se calcule (en utilisant la me´thode usuelle)
en k2 + 3 k − 1 ope´rations arithme´tiques.
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On en de´duit qu’une affectation f := a d−b ce dans l’algorithme de Jor-
dan-Bareiss modifie´, lorsque e = e(X) est le pivot unitaire de degre´
k − 1, consomme 3 k2 + O(k) ope´rations arithme´tiques dans l’anneau
de base (et en tout cas au plus 3 k2 + 8 k − 4).
Pour l’ensemble de l’algorithme on obtient un nombre total d’ope´ra-
tions arithme´tiques infe´rieur a`
n∑
k=2
(3 k2 + 8 k − 4) (n− k + 1)2 ≤ 1
10
n5 +
7
6
n4 +
7
3
n3 .
Proposition 2.2.4 Soit A ∈ An×n une matrice carre´e sur un anneau
commutatif arbitraire. L’algorithme de Jordan-Bareiss applique´ a` la ma-
trice caracte´ristique A−X In s’exe´cute (en utilisant la me´thode usuelle)
en 110 n
5 +O(n4) ope´rations arithme´tiques dans l’anneau A.
2.2.3 La me´thode de Dodgson
La me´thode de Dodgson est une variante e´le´gante et syme´trique de
la me´thode de Jordan-Bareiss. Cependant son but n’est pas le calcul de
la LU -de´composition d’une matrice, mais seulement celui de ses mineurs
connexes, c’est-a`-dire les mineurs ah..ki..j (avec j−i = k−h). En particulier
elle peut eˆtre utilise´e pour le calcul du de´terminant d’une matrice carre´e.
Une variante de la formule 2.9 (apre`s un e´change de lignes et un
e´change de colonnes) est la formule suivante concernant les mineurs
connexes
ah+1..k−1i+1..j−1 · ah..ki..j =
∣∣∣∣ ah..k−1i..j−1 ah+1..ki..j−1ah..k−1i+1..j ah+1..ki+1..j
∣∣∣∣ (2.11)
Cela donne les affectations correspondantes dans l’algorithme de Dodg-
son. Mais ce dernier fonctionne uniquement si tous les mineurs connexes
appele´s a` servir de de´nominateur sont non nuls : contrairement a` la me´-
thode du pivot de Gauss et a` la me´thode de Jordan-Bareiss, la me´thode
de Dodgson ne posse`de pas de variante connue efficace dans le cas ou`
une affectation x := 0/0 est produite par l’algorithme( 4).
4. Lewis Caroll propose dans sa communication d’ope´rer des permutations circu-
laires sur les lignes et les colonnes de la matrice. Voici un contre-exemple montrant que
la me´thode de Dodgson ne s’applique pas toujours. La matrice A =

1 0 1 1
1 0 1 0
0 1 0 0
1 0 0 1

est une matrice inversible de de´terminant 1, lequel ne peut pas se calculer par la
me´thode de Lewis Carrol, meˆme lorsqu’on effectue des permutations circulaires de
lignes et de colonnes.
72 2. Algorithmes de base en alge`bre line´aire
Pour voir plus clairement ce que signifie l’e´quation de Lewis Caroll
(2.11) appelons B la matrice extraite Ai+1..j−1,h+1..k−1, et notons p,
q, u, v les indices i+ 1, j− 1, h+ 1, k− 1. L’e´quation se re´e´crit alors :
|B | ·
∣∣∣∣∣∣
ai,h Ai,u..v ai,k
Ap..q,h B Ap..q,k
aj,h Aj,u..v aj,k
∣∣∣∣∣∣ =∣∣∣∣ ai,h Ai,u..vAp..q,h B
∣∣∣∣ · ∣∣∣∣ B Ap..q,kAj,u..v aj,k
∣∣∣∣− ∣∣∣∣Ap..q,h Baj,h Aj,u..v
∣∣∣∣ · ∣∣∣∣Ai,u..v ai,kB Ap..q,k
∣∣∣∣
Un exemple :
∣∣∣∣ c2 c3d2 d3
∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣∣∣∣∣
b1 b2 b3 b4
c1 c2 c3 c4
d1 d2 d3 d4
e1 e2 e3 e4
∣∣∣∣∣∣∣∣ =∣∣∣∣∣∣
b1 b2 b3
c1 c2 c3
d1 d2 d3
∣∣∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣∣∣
c2 c3 c4
d2 d3 d4
e2 e3 e4
∣∣∣∣∣∣−
∣∣∣∣∣∣
c1 c2 c3
d1 d2 d3
e1 e2 e3
∣∣∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣∣∣
b2 b3 b4
c2 c3 c4
d2 d3 d4
∣∣∣∣∣∣
Dans la me´thode de Jordan-Bareiss sans recherche de pivot on calcule
a` l’e´tape no p tous les mineurs a
(p)
ij ((i, j > p) d’une matrice A. Dans la
me´thode du pivot de Gauss on calcule les quotients a
[p]
ij = a
(p)
ij /a
(p−1)
p,p .
Si la matrice a une (( structure interne )) comme dans le cas des matrices
de Hankel ou de Toeplitz la structure est perdue de`s la premie`re e´tape.
Dans la me´thode de Dodgson, on calcule a` l’e´tape no p tous les mi-
neurs connexes d’ordre p + 1 de la matrice A. Il s’ensuit que dans le
cas d’une matrice structure´e, les matrices interme´diaires calcule´es par
la me´thode de Dodgson sont e´galement structure´es. Ceci diminue tre`s
se´rieusement le nombre d’ope´rations arithme´tiques a` effectuer et le fait
passer de O(n3) a` O(n2).
Dans le cas d’un anneau inte`gre ou` les divisions exactes sont faisables
par un algorithme, on obtient les meˆmes avantages que dans l’algorithme
de Jordan-Bareiss concernant la taille des coefficients interme´diaires.
Algorithme de Dodgson pour une matrice de Hankel
Nous donnons ici une version pre´cise de l’algorithme de Dodgson
pour les matrices de Hankel dont tous les mineurs connexes sont non
nuls. C’est l’algorithme 2.5 page ci-contre.
L’entre´e est une liste L = (ai) contenant les m+ n− 1 coefficients de
la matrice de Hankel initiale H ∈ Am×n (hi,j = ai+j−1). La sortie est
un tableau T = (tr,j) (r = 0, . . . , inf(m,n), j = r, . . . ,m + n − r) qui
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contient tous les mineurs connexes de la matrice H, calcule´s en suivant
l’algorithme de Dodgson. Pour l’initialisation, sur la ligne 0 il y a des 1
(les (( mineurs connexes d’ordre 0 ))) et sur le ligne 1 les coefficients de
H (les (( mineurs connexes d’ordre 1 ))). Sur la ligne r ≥ 2 il y a les coef-
ficients de la matrice de Hankel forme´e par les mineurs connexes d’ordre
r de H. Dans la colonne j il y a les de´terminants des sous-matrices
carre´es de H qui ont le coefficient aj sur leur diagonale ascendante.
Algorithme 2.5 Algorithme de Dodgson pour une matrice de
Hankel
Entre´e : Deux entiers m,n ∈ N et une liste L = (ai) ∈ Am+n−1. Cette
liste contient les coefficients d’une matrice de Hankel H ∈ Am×n. L’anneau
A est suppose´ inte`gre avec un algorithme de division exacte.
Sortie : Un tableau T = (tr,j) rempli d’e´le´ments de A pour r ∈
{0, . . . , inf(m,n)}, j ∈ {r, . . . ,m+ n− r}. Il contient sur la ligne r les
mineurs connexes d’ordre r de la matrice H, suppose´s tous non nuls.
De´but
Variables locales : r, j, q ∈ N ;
q := inf(m,n) ;
T :=TableauVide(0..q, 1..m+ n− 1) ;
# on a cre´e´ T tableau vide de taille voulue
pour j de 1 a` m+ n− 1 faire
t0,j := 1 ; t1,j := aj ;
fin pour ;
# fin de l’initialisation
pour r de 1 a` q − 1 faire
pour j de r + 1 a` m+ n− r − 1 faire
tr+1,j := (tr,j−1 tr,j+1 − t2r,j)/tr−1,j
fin pour
fin pour
Fin.
L’algorithme est pratiquement le meˆme dans le cas d’une matrice de
Toeplitz Z (il suffit de changer le signe dans l’affectation de tr+1,j ) et
il peut s’appliquer pour le calcul du polynoˆme caracte´ristique.
Exemples 2.2.5
Dans le premier exemple, on conside`re la matrice de Hilbert d’ordre 5, qui est un
exemple classique de matrice de Hankel mal conditionne´e (le de´terminant de la ma-
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trice, 1/266716800000, est l’inverse d’un entier tre`s grand).
A =

1 1/2 1/3 1/4 1/5
1/2 1/3 1/4 1/5 1/6
1/3 1/4 1/5 1/6 1/7
1/4 1/5 1/6 1/7 1/8
1/5 1/6 1/7 1/8 1/9

Voici alors la sortie de l’algorithme de Dodgson 2.5 (on a supprime´ la ligne des 1) :
1
1
2
1
3
1
4
1
5
1
6
1
7
1
8
1
9
1
12
1
72
1
240
1
600
1
1260
1
2352
1
4032
1
2160
1
43200
1
378000
1
2116800
1
8890560
1
6048000
1
423360000
1
10668672000
1
266716800000
Voici ensuite un exemple de la sortie de l’algorithme avec une matrice de Hankel
carre´e d’ordre 7 a` coefficients entiers (lisibles sur la premie`re ligne) :
1 7 7 1 2 2 4 3 5 3 7 2 4
−42 −42 13 −2 4 −10 11 −16 26 −43 24
−330 −85 24 2 −14 13 6 4 −175
−1165 373 −85 17 −23 −1 −41
−1671 −442 −119 −42 157
−41 259 889
870
2.3 Me´thode de Hessenberg
Toutes les matrices conside´re´es ici sont a` coefficients dans un corps
commutatif K.
Matrices quasi-triangulaires
De´finition 2.3.1 Une matrice carre´e H = (hij) ∈ Kn×n (n ∈ N∗) est
dite quasi-triangulaire supe´rieure (resp. quasi-triangulaire infe´rieure) si
hij = 0 de`s que i− j ≥ 2 (resp. de`s que j − i ≥ 2). On dit encore que
H est une matrice de Hessenberg.
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Une matrice quasi-triangulaire supe´rieure H est donc une matrice de
la forme :
H =

h11 h12 . . . h1,n−1 h1n
h21 h22 . . . h2,n−1 h2n
0 h32
. . . h3n
...
. . .
. . .
. . .
...
0 . . . 0 hn,n−1 hnn
 (2.12)
On de´montre par une re´currence imme´diate sur k (1 ≤ k ≤ n) la
proprie´te´ suivante des matrices de Hessenberg :
Proposition 2.3.2 Soit H = (hij) une matrice de Hessenberg (supe´-
rieure ou infe´rieure). On de´signe par Hk (1 ≤ k ≤ n) la sous-matrice
principale dominante d’ordre k de H et par Dk le de´terminant de
Hk. On pose D0 = 1. La suite (Dk)1≤k≤n (des mineurs principaux
dominants de H) ve´rifie alors la relation de re´currence :
Dk = hkkDk−1 +
k−1∑
i=1
(−1)k−ihk,k−1hk−1,k−2 . . . hi+1,i hikDi−1 ·
Pour le voir, il suffit de de´velopper Dk suivant la dernie`re ligne (resp.
la dernie`re colonne) de Hk si celle-ci est une matrice quasi-triangulaire
supe´rieure (resp. infe´rieure).
Appliquant ce re´sultat a` la matrice H − XIn, elle-meˆme quasi-tri-
angulaire, dont les mineurs principaux dominants sont les polynoˆmes
caracte´ristiques Pk(X) des sous-matrices principales dominantes Hk
de H (1 ≤ k ≤ n), on obtient les relations de re´currence suivantes dites
relations de Hessenberg permettant de calculer de proche en proche les
polynoˆmes caracte´ristiques Pk(X) de Hk pour 2 ≤ k ≤ n sachant que
P0(X) = 1, P1(X) = h11 −X ; et
Pk(X) =
{
(hkk −X)Pk−1(X) +∑k−1
i=1
([∏k
j=i+1(−hj,j−1)
]
hik Pi−1(X)
) (2.13)
La me´thode de Hessenberg
Elle consiste a` calculer le polynoˆme caracte´ristique d’une matrice
carre´e A d’ordre n ≥ 2, dont les e´le´ments aij appartiennent a` un
corps K, en la re´duisant a` la forme (2.12) c’est-a`-dire a` une matrice
76 2. Algorithmes de base en alge`bre line´aire
de Hessenberg H semblable a` A dont les e´le´ments hij appartiennent
e´galement a` K.
Algorithme 2.6 Algorithme de Hessenberg (K est un corps)
Entre´e : Un entier n ≥ 2 et une matrice A = (aij) ∈ Kn×n.
Sortie : Le polynoˆme caracte´ristique de A : PA(X).
Variables locales : jpiv, ipiv, iciv, i, m ∈ N ; piv, c,∈ K ;
H := (hij) ∈ Kn×n : les matrices transforme´es successives de A ;
P = (Pi) : liste des polynoˆmes caracte´ristiques successifs dans K[X] ;
De´but
P0 := 1 ; H := A ; # Initialisations
# Re´duction de H a` la forme de Hessenberg
pour jpiv de 1 a` n− 2 faire
ipiv := jpiv + 1 ; iciv := ipiv ; piv := hiciv,jpiv ;
tant que piv = 0 et iciv < n faire
iciv := iciv + 1 ; piv := hiciv,jpiv
fin tant que ;
si piv 6= 0 alors
si iciv > ipiv alors
EchLin(H, ipiv, iciv) ; # Echange de lignes
EchCol(H, ipiv, iciv) # Echange de colonnes
fin si ;
pour i de iciv + 1 a` n faire
c := hi,jpiv/piv ;
AjLin(H, ipiv, i,−c) ; # Manipulation de lignes
AjCol(H, i, ipiv, c) # Manipulation de colonnes
fin si
fin pour ;
# Calcul du polynoˆme caracte´ristique
pour m de 1 a` n faire
Pm := (hmm −X) · Pm−1 ; c := 1 ;
pour i de 1 a` m− 1 faire
c := −c · hm−i+1,m−i ; Pm := Pm + c · hm−i,m · Pm−i−1
fin pour
fin pour ;
PA(X) := Pn(X) # le polynoˆme caracte´ristique de A.
Fin.
2.3. Me´thode de Hessenberg 77
Pour ce faire, on applique la me´thode du pivot de Gauss aux lignes
de la matrice donne´e A en prenant comme pivots les e´le´ments sous-
diagonaux de la matrice traite´e, et en prenant bien soin d’effectuer les
transformations (( inverses )) sur les colonnes de A pour que la matrice
et sa transforme´e soient semblables.
Plus pre´cise´ment, l’e´tape p (1 ≤ p ≤ n− 2) consiste tout d’abord a`
voir si l’e´le´ment en position (p+1, p) est nul, auquel cas il faut chercher
un e´le´ment non nul au-dessous de lui (sur la colonne p) : si un tel e´le´ment
n’existe pas, on passe a` l’e´tape suivante p+1. Sinon par une permutation
de lignes, on rame`ne le pivot non nul au bon endroit, c’est-a`-dire a` la
position (p+1, p), ce qui revient a` multiplier a` gauche la matrice traite´e
par la matrice de permutation Ei,p+1 (i > p+ 1) obtenue en permutant
les lignes i et p+ 1 (ou les colonnes i et p+ 1, ce qui revient au meˆme)
de la matrice unite´ In. On multiplie a` droite par la meˆme matrice de
permutation (qui est ici e´gale a` son inverse) afin que la matrice obtenue
a` l’issue de chaque e´tape reste semblable a` la matrice de de´part.
Le pivot non nul e´tant alors au bon endroit, on ache`ve l’e´tape p en
utilisant ce pivot pour faire apparaˆıtre des ze´ros au-dessous de lui dans
sa colonne, ce qui revient a` multiplier a` gauche la matrice traite´e par
une matrice du type :
p p+ 1
↓ ↓
L =

1 . . . 0 0 0 . . . 0
...
. . .
...
...
...
...
0 . . . 1 0 0 . . . 0
0 . . . 0 1 0 . . . 0
0 . . . 0 lp+2,p+1 1 . . . 0
...
. . .
...
...
...
. . .
...
0 . . . 0 ln,p+1 0 . . . 1

← p
← p+ 1
← p+ 2
et multiplier ensuite a` droite la matrice traite´e par la matrice L−1 (obte-
nue a` partir de L en changeant le signe des e´le´ments sous la diagonale).
Il est clair que ces ope´rations, qui de´finissent l’e´tape p et qui sont
effectue´es sur la matrice provenant de l’e´tape pre´ce´dente (appelons-
la A(p−1)), n’affectent pas les p − 1 premie`res colonnes de A(p−1) et
donnent une matrice A(p) semblable a` A(p−1).
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Ceci donne l’algorithme de Hessenberg : Primo, calculer, a` l’aide de
la proce´dure de´crite ci-dessus, une matrice de Hessenberg H semblable
a` la matrice donne´e A ∈ Kn×n. Secundo, calculer le polynoˆme carac-
te´ristique de H (qui est aussi celui de A) en utilisant les relations de
Hessenberg (2.13).
On obtient ainsi l’algorithme 2.6 page 76. Dans cet algorithme la pro-
ce´dure AjLin(H, i, j, c) ope`re une manipulation de lignes sur la matrice
H : on ajoute a` la ligne j la ligne i multiplie´e par c.
Exemple 2.3.3 Dans cet exemple on montre une (( petite )) matrice a` coefficients
entiers et sa re´duction a` la forme de Hessenberg.
A :=

−3 3 0 −2 −3 1 −2 2
1 2 1 1 2 3 2 0
2 2 3 −3 3 0 −2 −3
−2 0 1 −2 0 0 −1 2
3 −3 3 3 2 3 0 3
3 2 3 −3 1 2 −1 −2
−3 3 3 2 3 1 −2 0
0 −1 −3 −1 −1 1 −1 −3

Voici la liste des lignes de la forme re´duite de Hessenberg. Nous n’avons pas indique´
les 0 en position (i, j) lorsque i > j + 1.[
−3 , 7 , −122
7
,
−26680
6639
,
−4080544
1522773
,
4747626797
1757764263
,
109259596132466
234026268743849
, 2
]
[
1 , 11 ,
87
7
,
24037
13278
,
17521799
7613865
,
1473144559
1757764263
, 2 , 0
]
[
7 ,
−415
7
,
−54333
4426
,
−1294739
2537955
,
689762552
585921421
,
−2270125812893340
234026268743849
, −3
]
[
13278
49
,
1670911
30982
,
13199211
1973965
,
−11965124859
4101449947
,
79329636778655517
1638183881206943
,
107
7
]
[ −17765685
19589476
,
−2532182353
2246597766
,
2798215923779
2593288209346
,
6108776229950083011
1035800265460275674
,
25553
4426
]
[ −2593288209346
1288243116405
,
954443884297868
1487042200034055
,
17689012510838333947
28283244709037870895
,
600431
2537955
]
[
13198847530884339751
5149558673799888615
,
−10729114442300396518997896
2056815059005858366341435
,
−64207585234
26366463945
]
[
306462654496531416683963262645
54768294462168235404375334801
,
481086736521535
234026268743849
]
On voit apparaˆıtre des fractions de grande taille : les coefficients de la matrice initiale
sont majore´s par 3 en valeur absolue, et le nume´rateur le plus grand dans la matrice
transforme´e est environ e´gal a` 361,8. Une e´tude expe´rimentale dans les meˆmes condi-
tions avec des matrices carre´es d’ordre n variant entre 8 et 32 donne une taille des
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coefficients interme´diaires de type quadratique : le nume´rateur ou de´nominateur de
taille maximum est de l’ordre de 32(n−2)
2
. Il s’agit donc ici d’un cas typique d’une
me´thode qui ne s’applique efficacement de manie`re directe, en calcul formel, que dans
le cas d’un corps fini.
Remarque 2.3.4 Une matrice triangulaire A ∈ Kn×n est une matrice
de Hessenberg particulie`re qui a ses valeurs propres dans K. Mais une
matrice de Hessenberg qui a ses valeurs propres dans K n’est pas ne´ces-
sairement triangulaire ni semblable a` une matrice triangulaire, comme
on le voit avec la matrice
 1 0 11 1 1
0 0 1
 .
Nombre d’ope´rations arithme´tiques
• La phase 1 de re´duction a` la forme de Hessenberg est compose´e de
n − 2 e´tapes. Chacune des e´tapes p (1 ≤ p ≤ n − 2) comporte un
travail sur les lignes avec (n− p− 1) divisions, (n− p− 1) (n− p) mul-
tiplications et autant d’additions. L’ope´ration inverse sur les colonnes
comporte (n− p− 1)n multiplications et autant d’additions.
Ce qui donne 16 (n−1) (n−2) (5n+ 3)  56 n3 multiplications/divisions
et 56 n (n − 1) (n − 2) additions/soustractions, c’est-a`-dire un nombre
total d’ope´rations arithme´tiques dans K qui est asymptotiquement de
l’ordre de 53 n
3.
• La phase 2 qui consiste a` calculer les polynoˆmes caracte´ristiques
Pk(X) (2 ≤ k ≤ n) des sous-matrices principales dominantes de la re´-
duite de Hessenberg s’effectue par re´currence sur k a` partir de P0(X) =
1 et P1(X) = h11 −X. Si l’on de´signe par S(k) le nombre de multipli-
cations/divisions (resp. additions/soustractions) permettant de calculer
le polynoˆme caracte´ristique Pk(X) de Hk, l’utilisation des relations de
Hessenberg conduit aux relations de re´currence suivantes, vraies pour
2 ≤ k ≤ n : 
S(k) = S(k − 1) + (k − 1) +
k−1∑
i=1
i
pour les multiplications/divisions
S(k) = S(k − 1) + 2 (k − 1) +
k−2∑
i=1
i
pour les additions/soustractions
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c’est-a`-dire, dans les deux cas (que S(k) de´signe le nombre de multipli-
cations/divisions ou celui des additions/soustractions) :
S(k) = S(k − 1) + 1
2
(k − 1) (k + 2) .
Comme S(1) = 0, cela donne par sommation : 16 n (n− 1) (n+ 4) 
1
6 n
3 multiplications/divisions et autant d’additions/soustractions dans
le corps K (la phase de quasi-triangularisation est donc la plus couˆteuse,
asymptotiquement cinq fois plus che`re en nombre d’ope´rations arithme´-
tiques que la phase de calcul du polynoˆme caracte´ristique de la matrice
quasi-triangulaire).
D’ou` le re´sultat :
Proposition 2.3.5 L’algorithme de Hessenberg calcule les polynoˆmes
caracte´ristiques de toutes les sous-matrices principales dominantes d’une
matrice n× n sur un corps K avec moins de (n+ 1) (n− 1)2 multi-
plications/divisions et n (n− 1)2 additions/soustractions, soit en tout
2n3 − 3n2 + 1 ope´rations arithme´tiques.
Remarque 2.3.6 Ce que la me´thode de Hessenberg gagne en com-
plexite´ arithme´tique par rapport aux pre´ce´dentes me´thodes de calcul
du polynoˆme caracte´ristique, elle le perd sur un aspect essentiel au plan
pratique. Celui de l’absence de controˆle raisonnable de la taille des coeffi-
cients interme´diaires. La formule permettant d’exprimer dans la me´tho-
de du pivot de Gauss chaque coefficient interme´diaire comme quotient de
deux de´terminants extraits de la matrice de de´part (voir proprie´te´ 2.1.3
page 58), ne s’applique plus dans le processus de quasi-triangularisation
de Hessenberg. En effet les transformations subies par les lignes sont ici
suivies par des transformations inverses sur les colonnes. Et on ne dispose
pas actuellement pour la me´thode de Hessenberg, pourtant la plus rapide
en temps se´quentiel si on ne prend en compte que le nombre d’ope´rations
arithme´tiques, d’une formule analogue qui permette de conclure sur la
question de la taille des coefficients interme´diaires. Cela est confirme´
par les re´sultats expe´rimentaux que nous avons pu avoir (voir l’exemple
2.3.3 et le chapitre 11). Dans le cas de matrices a` coefficients entiers, il y
a la possibilite´ de reme´dier a` ce proble`me en utilisant le calcul modulaire
(cf. section 1.6 page 32).
Remarque 2.3.7 Signalons l’existence d’une version modifie´e re´cente
de l’algorithme de Hessenberg sur un anneau inte`gre, de´veloppe´e dans
2.4. Me´thode d’interpolation de Lagrange 81
[3], qui permet de garder les coefficients interme´diaires, tout au long des
calculs, dans l’anneau de base, suppose´ inte`gre. Elle semble bien adapte´e
au calcul modulaire sur les anneaux de polynoˆmes a` coefficients entiers.
2.4 Me´thode d’interpolation de Lagrange
Elle rame`ne le calcul du polynoˆme caracte´ristique d’une matrice car-
re´e A ∈ An×n au calcul de n+ 1 de´terminants.
On est donc suppose´ eˆtre dans une situation ou` le calcul des de´ter-
minants ne pose pas proble`me : cela peut eˆtre le cas par exemple lorsque
la me´thode du pivot de Gauss ne se heurte pas a` des proble`mes graves
de simplification de fractions, ou lorsque l’on dispose d’un algorithme
efficace et sans division pour le calcul des de´terminants (comme celui du
de´veloppement suivant une ligne ou une colonne si la matrice donne´e est
creuse). La me´thode consiste a` appliquer la formule d’interpolation de
Lagrange au polynoˆme caracte´ristique PA(X) = det(A−XIn), c’est-a`-
dire la formule bien connue :
PA(X) =
n∑
i=0
 P (xi) i 6=k∏
i∈{0,...,n}
X − xi
xk − xi

ou` x0, x1, . . . , xn sont n+ 1 e´le´ments distincts de A, avec la restriction
suivante : les (xi − xj) (pour i 6= j) doivent eˆtre non diviseurs de ze´ro
dans A et on doit disposer d’un algorithme de division exacte par les
(xi − xj) dans A.
C’est par exemple le cas avec xi = i × 1A lorsque A est de carac-
te´ristique nulle, ou finie e´trange`re a` n!, ou plus ge´ne´ralement lorsque la
division exacte par les les entiers de A infe´rieurs ou e´gaux a` n (c’est-
a`-dire les e´le´ments 1A, 1A+1A, . . ., n 1A), si elle est possible, est unique
et re´alisable par un algorithme.
En effet, si l’on choisit xk = k pour 0 ≤ k ≤ n, la formule d’inter-
polation s’e´crit :
det(A−XIn) =
n∑
k=0
 (−1)k det(A− k In)
k ! (n− k) !
i 6=k∏
i∈{0,...,n}
(X − i)

ce qui exige la possibilite´ d’effectuer des divisions (exactes) par les entiers
de A infe´rieurs ou e´gaux a` n.
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En fait, PA(X) = (−1)nXn + Q(X) avec deg(Q) ≤ n − 1 et il
suffit d’appliquer la me´thode d’interpolation de Lagrange a` Q(X), ce
qui revient a` calculer la valeur de PA en n points au lieu de n+ 1.
Le nombre d’ope´rations arithme´tiques lors de l’exe´cution de cet al-
gorithme est a` peu pre`s n fois celle du calcul d’un de´terminant d’ordre
n. Si, pour le calcul des de´terminants P (xi) = det(A− xi In), on choisit
d’utiliser l’algorithme du pivot de Gauss (ou l’algorithme de Jordan-
Bareiss si on est dans une situation ou` il s’ave`re eˆtre pre´fe´rable a` l’al-
gorithme de Gauss 5), on obtient donc pour la me´thode d’interpolation
de Lagrange un O(n4). En fait les meilleurs algorithmes sans division
dont on dispose actuellement pour calculer les de´terminants passent par
le calcul du polynoˆme caracte´ristique, ce qui rend caduque la me´thode
d’interpolation de Lagrange. Celle-ci, avec le calcul du de´terminant dans
l’anneau de base abandonne´ a` la sagacite´ de Maple, sera compare´e a`
ces autres algorithmes sur quelques exemples teste´s sur machine (voir
chapitre 11).
2.5 Me´thode de Le Verrier et variantes
Cette me´thode, de´couverte en 1848 par l’astronome franc¸ais Le Ver-
rier [65], repose sur les relations de Newton entre les sommes de Newton
et les polynoˆmes syme´triques e´le´mentaires dans l’alge`bre des polynoˆmes
a` n inde´termine´es x1, . . . , xn sur un anneau commutatif A.
De manie`re ge´ne´rale, la me´thode de Le Verrier applique´e a` une ma-
trice n × n re´clame qu’on soit dans un anneau ou` les entiers 1, 2, . . . , n
sont non diviseurs de ze´ro. Les seules divisions requises sont des divisions
exactes par l’un de ces entiers.
2.5.1 Le principe ge´ne´ral
La me´thode de Le Verrier consiste pre´cise´ment a` de´duire le calcul
des coefficients du polynoˆme caracte´ristique du calcul de ses sommes de
Newton. Celles-ci sont en effet e´gales aux traces des puissances de A
comme le montre le lemme 1.5.6 page 30.
Rappelons que l’anneau de base n’a pas besoin d’eˆtre inte`gre, puisque
les sommes de Newton peuvent eˆtre de´finies sans recours aux valeurs
propres, en utilisant les e´quations (1.23) page 29 (cf. de´finition 1.5.5).
5. Dans les deux cas, nous avons vu que le nombre d’ope´rations arithme´tiques est
O(n3).
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Ceci donne l’algorithme 2.7.
Algorithme 2.7 Algorithme de Le Verrier
De´but
E´tape 1 :
Calculer les puissances A2, . . . , An−1 de la matrice A ainsi que les
e´le´ments diagonaux de la matrice An ;
E´tape 2 :
Calculer les traces des matrices A1, A2, . . . , An ;
E´tape 3 :
Calculer les coefficients pk (1 ≤ k ≤ n) en utilisant les e´quations (1.23).
Fin.
Nombre d’ope´rations arithme´tiques
Pour un anneau A fixe´ par le contexte, nous noterons µM (n) le
nombre d’ope´rations arithme´tiques ne´cessaires pour la multiplication de
deux matrices carre´es d’ordre n (on trouvera une de´finition plus pre´cise
dans la notation 7.2.1 page 195). Lorsqu’on utilise la me´thode usuelle de
multiplication des matrices carre´es on a µM (n) = n
2 (2n− 1).
Pour l’algorithme de Le Verrier, le compte est le suivant :
– l’e´tape 1 utilise (n−2)µM (n)+n (2n−1) ope´rations arithme´tiques
– les e´tapes 2 et 3 utilisent n2 + 2
n∑
k=1
(k− 1) = 2n2− n ope´rations.
Proposition 2.5.1 Le nombre total d’ope´rations arithme´tiques lors de
l’exe´cution de l’algorithme de Le Verrier, si on utilise la multiplication
usuelle des matrices, est 2n4 + O(n3) = O(n4) (pre´cise´ment e´gal a`
2n (n− 1/2) (n2 − 2n+ 2)).
Des algorithmes de´rive´s de l’algorithme de Le Verrier ont e´te´ pro-
pose´s par de nombreux auteurs, avec des ame´liorations concernant la
complexite´ (cf. [22, 32, 77, 84] et [FF]). Nous les e´tudions dans la suite
de cette section et dans le chapitre 9.
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2.5.2 Me´thode de Souriau-Faddeev-Frame
Cette me´thode, de´couverte se´pare´ment par Faddeev & Sominskii
[FS], Souriau [84] et Frame [31], est une ame´lioration astucieuse de l’al-
gorithme de Le Verrier.
Comme dans le cas de l’algorithme de Le Verrier, l’anneau A est
suppose´ tel que la division par un entier, quand elle est possible, est
unique (autrement dit, les entiers ne sont pas des diviseurs de ze´ro) et
re´alisable par un algorithme. Cette me´thode permet de calculer :
– le polynoˆme caracte´ristique PA d’une matrice carre´e A ∈ An×n ;
– l’adjointe de la matrice A et son inverse (s’il existe) ;
– un vecteur propre non nul relatif a` une valeur propre donne´e de
A si l’on suppose de plus que l’anneau A est inte`gre.
Posant P (X) = (−1)nPA(X) = Xn −
[
c1X
n−1 + · · ·+ cn−1X + cn
]
, la
me´thode consiste a` calculer les coefficients ck pour en de´duire le poly-
noˆme caracte´ristique de A . On utilise pour cela le calcul de la matrice
caracte´ristique adjointe de A tel que de´veloppe´ dans 1.2.1. Rappelons la
de´finition de la matrice caracte´ristique adjointe de A : c’est la matrice
Q(X) = Adj(XIn −A) =
∑n−1
k=0 BkX
n−1−k (formule 1.11 page 11) dans
laquelle les matrices Bk sont donne´es par les relations 1.12 (page 12) :
Bk = ABk−1 − ckIn (1 ≤ k ≤ n) avec B0 = In .
On de´montre, en utilisant les relations de Newton (1.23 page 29), que :
ck =
1
k
Tr(ABk−1) pour 1 ≤ k ≤ n .
En effet, partant des e´quations suivantes (voir 1.13 page 12) qui de´coulent
des relations 1.12 rappele´es ci-dessus :
Bk = A
k−c1Ak−1− . . .−ck−1A−ckIn pour tout entier k ∈ {1, . . . , n} ,
on conside`re les traces des deux membres dans chacune de ces n e´galite´s
matricielles pour obtenir :
Tr(Bk) = sk − c1sk−1 − . . .− ck−1s1 − nck (1 ≤ k ≤ n) .
Mais sk = c1sk−1 + . . .+ ck−1s1 + kck (ce sont les relations de Newton
pour le polynoˆme P (X)). Comme Tr(Bk) = Tr(ABk−1)− nck (a` cause
de l’e´galite´ Bk = ABk−1 − ckIn), on obtient Tr(ABk−1) = kck . uunionsq
Notons par ailleurs (comme nous l’avons fait au § 1.2.1 page 11) que
Bn = ABn−1−cn In = 0, c’est-a`-direABn−1 = cn In = (−1)n−1det(A) In.
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Ce qui montre que si det(A) est inversible dans A, alors A posse`de un
inverse donne´ par A−1 = (cn)−1Bn−1.
Rappelons e´galement que Bn−1 = (−1)n−1 Adj(A) ce qui donne,
sans autre calcul, l’adjointe de la matrice A .
Nous traduisons la me´thode de Souriau-Faddeev-Frame qui vient
d’eˆtre de´veloppe´e par l’algorithme 2.8, dans lequel B de´signe successive-
ment les matrices B0 = In, B1,. . ., Bn, et C les matrices A, AB1,. . .,
ABn .
Algorithme 2.8 Algorithme de Souriau-Faddeev-Frame
Entre´e : Un entier n et une matrice A ∈ An×n. L’anneau A est suppose´
avoir un algorithme de division exacte par les entiers ≤ n.
Sortie : Le polynoˆme caracte´ristique PA de A.
De´but
Variables locales : k ∈ N ; c ∈ A ; C,B ∈ An×n ; P ∈ A[X].
Id := In ; B := Id ; P := X
n ;
pour k de 1 a` n− 1 faire
C := B ·A ; c := Tr(C)/k ;
P := P − c ·Xn−k ; B := C − c · Id
fin pour ;
c := Tr(B ·A)/n ; P := P − c ;
PA := (−1)n P
Fin.
Calcul de vecteurs propres
Dans le cas ou` A est inte`gre, si λ est une valeur propre simple de
A (c’est-a`-dire une racine simple de P (X)), le meˆme calcul (donnant
entre autres la matrice caracte´ristique adjointe Q(X) = Adj(XIn −A))
nous permet d’obtenir un vecteur propre non nul associe´ a` λ.
En effet Q(X) =
n−1∑
i=0
BiX
n−1−i donc Tr(Q(X)) =
n−1∑
i=0
Tr(Bi)X
n−1−i.
Mais Tr(Bi) = (i− n) ci, donc
Tr(Q(X)) = −
n−1∑
i=0
(n− i) ciXn−i−1 = P ′(X)
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ou` P ′(X) de´signe le polynoˆme de´rive´ de P (X). Ainsi Tr(Q(λ)) =
P ′(λ) 6= 0 puisque λ est une racine simple de P . Par conse´quent la
matrice Q(λ) n’est pas nulle.
Mais l’e´galite´ (XIn − A)Q(X) = P (X) In donne (A− λIn)Q(λ) =
−P (λ) In = 0. Ce qui prouve que n’importe quelle colonne non nulle v
de Q(λ) ve´rifie Av = λv et c’est donc un vecteur propre non nul de A
relatif a` la valeur propre λ.
Si l’on de´signe par ` le nume´ro de la colonne pre´sume´e non nulle de
la matrice Q(λ) = B0λ
n−1 + B1λn−2 + · · · + Bn−2λ + Bn−1 et par b `k
la colonne no ` de Bk, le calcul de ce vecteur propre peut se faire de la
manie`re suivante :
• Poser v0 = e` (colonne nume´ro ` de la matrice In) ;
• Faire vk = λ vk−1 + b `k (pour k allant de 1 a` n− 1).
Le vecteur propre recherche´ n’est autre que v = vn−1.
Plus ge´ne´ralement, si la multiplicite´ ge´ome´trique 6 de λ est e´gale a` 1,
la matrice Q(λ) n’est pas nulle (elle est de rang 1) et n’importe quelle
colonne non nulle de Q(λ) repre´sente un vecteur propre non nul de A
pour la valeur propre λ.
Si par contre la multiplicite´ ge´ome´trique (et par conse´quent la mul-
tiplicite´ alge´brique 7) de la valeur propre λ est supe´rieure ou e´gale a` 2,
non seulement la trace, mais la matrice Q(λ) elle-meˆme est nulle d’apre`s
la proprie´te´ 1.1.2 page 6, puisque le rang de la matrice singulie`re A−λIn
est, dans ce cas, au plus e´gal a` n− 2. La matrice Q(λ), dans ce cas, ne
donne donc aucun vecteur propre non nul de A.
On montre alors que ce sont les matrices de´rive´es successives (par
rapport a` X) de la matrice Q(X) qui permettent de calculer des vec-
teurs propres non nuls relatifs a` λ.
Conside´rons en effet pour k ∈ N l’ope´rateur ∆[k] : A[X] −→ A[X],
P 7→ ∆[k]P , ou` ∆[k]P (X) = P [k](X) est de´fini par l’identite´
P (X + Y ) =
∑
k≥0 P
[k](X)Y k .
Remarquons que P [0](X) = P (X), P [1](X) = P ′(X) et qu’en ca-
racte´ristique nulle ∆[k] = 1k! D
k ou` Dk est l’ope´rateur de de´rivation
d’ordre k dans A [X] (P [k](X) = 1k!P (k)(X)). Il est facile de voir qu’en
caracte´ristique quelconque, ∆[k] est un A - endomorphisme de l’alge`bre
6. La multiplicite´ ge´ome´trique d’une valeur propre est par de´finition la dimension
du sous-espace propre correspondant.
7. C’est la multiplicite´ de λ en tant que ze´ro du polynoˆme caracte´ristique.
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A [X] qui ve´rifie une formule analogue a` la formule de Leibnitz, mais
plus simple :
∆[k](P1 P2) =
k∑
i=0
∆[i](P1) ∆
[k−i](P2)
En outre un polynoˆme P admet λ comme racine d’ordre k ≥ 1 si
et seulement si P [0](λ) = P [1](λ) = . . . = P [k−1](λ) = 0 et P [k](λ) 6= 0.
Appliquant successivement les ope´rateurs ∆[k] pour k allant de 1 a` m
(ou` m est la multiplicite´ alge´brique de la valeur propre λ) a` l’e´galite´
matricielle :
(XIn −A)Q(X) = P (X) In ,
on obtient la suite d’e´galite´s :
Q[k−1](X) + (XIn −A)Q[k](X) = P [k](X) In (1 ≤ k ≤ m).
Remplac¸ant dans ces e´galite´s X par la valeur propre λ, et tenant
compte du fait que Q(λ) = P (λ) = P [1](λ) = · · · = P [m−1](λ) = 0, on
obtient le syste`me :
Q(λ) = 0
(λIn −A)Q[1](λ) = 0
Q[1](λ) + (λIn −A)Q[2](λ) = 0
...
...
...
...
...
Q[m−2](λ) + (λIn −A)Q[m−1](λ) = 0
Q[m−1](λ) + (λIn −A)Q[m](λ) = P [m](λ) In .
Soit r ∈ N le plus petit entier tel que Q[r](λ) 6= 0.
Alors r < m car sinon, on aurait Q(λ) = Q[1](λ) = · · · = Q[m−1](λ) = 0
et (λIn − A)Q[m](λ) = P [m](λ) In avec P [m](λ) 6= 0, ce qui contredit
(nous sommes dans un anneau inte`gre) le fait que la matrice λIn − A
est singulie`re.
Donc (λIn − A)Q[r](λ) = 0 et toute colonne non nulle de Q[r](λ)
est un vecteur propre non nul de A pour la valeur propre multiple λ.
Nombre d’ope´rations arithme´tiques
L’algorithme de Souriau-Faddeev-Frame consiste a` calculer, pour k
allant de 1 a` n, le produit matriciel Ak = ABk−1, le coefficient ck =
1
kTr(Ak) et enfin la matrice Bk = Ak − ckIn.
Rappelons qu’on de´signe par µM (n) le nombre d’ope´rations arith-
me´tiques dans l’anneau de base pour la multiplication de deux matrices
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carre´es d’ordre n. Le couˆt de l’algorithme de Souriau-Faddeev-Frame
s’e´le`ve a`
(n− 2)µM (n) + n (2n− 1) + 2n (n− 1) .
C’est a` tre`s peu pre`s le meˆme couˆt que pour l’algo de Le Verrier (on
gagne n ope´rations arithme´tiques).
Outre la plus grande simplicite´, l’avantage est que l’on a aussi calcule´
la matrice adjointe. En particulier le calcul de la matrice inverse, si elle
existe ne couˆte que n2 divisions supple´mentaires dans A. Enfin le calcul
d’un vecteur propre non nul relatif a` une valeur propre donne´e de mul-
tiplicite´ ge´ome´trique e´gale a` 1 se fait moyennant 2n (n− 1) ope´rations
arithme´tiques supple´mentaires.
Proposition 2.5.2 Avec la me´thode de Faddeev-Souriau-Frame, le cal-
cul du polynoˆme caracte´ristique de la matrice A, de son de´terminant,
de sa matrice adjointe, de son inverse quand elle existe, ainsi que des
sous-espaces propres de dimension 1 (quand on connaˆıt la valeur propre
correspondante) se fait en 2n4 + O(n3) = O(n4) ope´rations arithme´-
tiques. Pour le calcul du seul polynoˆme caracte´ristique on en effectue
pre´cise´ment 2n (n− 1) (n2 − 3n/2 + 1/2) ope´rations.
2.5.3 Me´thode de Preparata & Sarwate
La me´thode de Preparata & Sarwate est une acce´le´ration astucieuse
de la me´thode de Le Verrier, base´e sur la remarque simple suivante.
Pour calculer la trace d’un produit AB de deux matrices carre´es d’ordre
n, il suffit d’e´xe´cuter 2n2 ope´rations arithme´tiques puisque TrAB =∑
k,` ak,` b`,k. Or le calcul le plus couˆteux dans la me´thode de Le Verrier
est celui des traces des puissances successives de la matrice A dont on
veut calculer le polynoˆme caracte´ristique.
Posons donc r = d√n e, B0 = C0 = In, B1 = A, et calculons les
Bi = A
i pour i = 2, . . . , r, puis les Cj = Br
j pour j = 1, . . . , r − 1. Ce
calcul consomme (2r − 3)(n3 − n2) ' 2n3,5 ope´rations arithme´tiques
dans A.
On a alors TrArj+i = TrBiCj =
∑
k,` bi,k,` cj,`,k, et les valeurs rj+ i
pour 0 ≤ i, j ≤ r−1 parcourent l’intervalle [0, r2−1]. Si r2 = n on doit
calculer en outre Sn = TrC1Cr−1. On obtient donc toutes les sommes
de Newton Sm = TrA
m, 1 ≤ m ≤ n pour un peu moins que 2n3
ope´rations arithme´tiques supple´mentaires dans A.
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Ceci donne l’algorithme 2.9. Comme la re´cupe´ration des coefficients
du polynoˆme caracte´ristique a` partir des sommes de Newton re´clame
O(n2) ope´rations arithme´tiques on obtient la proposition suivante.
Algorithme 2.9 Algorithme de Preparata & Sarwate, version
se´quentielle simple.
Entre´e : Une matrice carre´e A ∈ An×n ou` A est un anneau ve´rifiant les
hypothe`ses de l’algorithme de Le Verrier.
Sortie : Le polynoˆme caracte´ristique PA = (−1)n (Xn +
∑n
k=1 pkX
n−k).
De´but
Variables locales : i, j, r ∈ N ; Bi, Cj ∈ An×n (i, j = 1..r − 1), Si ∈ A
(i = 1..n) ;
E´tape 1 : Calcul des puissances Ai pour i < r = d√n e.
r := d√n e ; B1 := A ; S0 := n ; S1 := TrA ;
pour i de 1 a` r − 2 faire
Bi+1 := ABi ; Si+1 := TrBi+1
fin pour ;
E´tape 2 : Calcul des puissances Arj pour j < r.
C1 := ABr−1 ; Sr := Tr C1 ;
pour j de 1 a` r − 2 faire
Cj+1 := C1Cj ; S(j+1)r := Tr Cj+1
fin pour ;
E´tape 3 : Calcul des sommes de Newton.
pour i de 1 a` r − 1 faire
pour j de 1 a` r − 1 faire
Sjr+i := TrBiCj
fin pour
fin pour
si n = r2 alors Sn := Tr C1Cr−1 fin si ;
E´tape 4 : Calcul des coefficients de PA.
Calculer les coefficients pk (1 ≤ k ≤ n) en utilisant les e´quations (1.23).
Fin.
Proposition 2.5.3 Supposons que l’anneau commutatif A satisfasse
les hypothe`ses de l’algorithme de Le Verrier : la division par un entier,
quand elle est possible, est unique, et re´alisable par un algorithme. Le
nombre total d’ope´rations arithme´tiques lors de l’exe´cution de l’algorith-
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me de Preparata & Sarwate, si on utilise la multiplication usuelle des
matrices, est e´gal a` 2n3,5 +O(n3) = O(n3,5).
2.6 Me´thode de Samuelson-Berkowitz
Elle est base´e sur la me´thode de partitionnement ([Gas] pp. 291–298,
[FF]), attribue´e a` Samuelson [79], et elle a l’avantage de s’appliquer a`
un anneau commutatif arbitraire.
Berkowitz [6] en donne une version paralle`le de laquelle nous extra-
yons une me´thode se´quentielle particulie`rement simple et efficace. Elle
montre l’inte´reˆt pratique de cet algorithme pour les machines se´quen-
tielles, en le plac¸ant parmi les algorithmes les plus performants actuel-
lement pour le calcul sans division du polynoˆme caracte´ristique (cf. les
test expe´rimentaux pre´sente´s au chapitre 11).
2.6.1 Principe ge´ne´ral de l’algorithme
Soit A = (aij) ∈ An×n une matrice carre´e d’ordre n ≥ 2 sur un an-
neau commutatif arbitraire A. Conforme´ment aux notations introduites
dans la section 1.1, pour tout entier r (1 ≤ r ≤ n − 1), on de´signe par
Ar la sous-matrice principale dominante d’ordre r de A. On partitionne
comme suit la matrice Ar+1 :
Ar+1 =
[
Ar A1..r,r+1
Ar+1,1..r ar+1,r+1
]
=
[
Ar Sr
Rr ar+1,r+1
]
.
Le polynoˆme caracte´ristique Pr+1(X) de Ar+1 est relie´ au poly-
noˆme caracte´ristique Pr(X) =
∑r
i=0 pr−iX
i de Ar par la formule de
Samuelson (1.15) (proposition 1.2.1 page 13) que l’on peut re´e´crire sous
la forme suivante :
Pr+1 =
{
(ar+1,r+1 −X)Pr(X) +∑r+1
k=2
[
(RrA
k−2
r Sr)p0 + · · ·+ (RrSr)pk−2
]
Xr+1−k
(2.14)
Notons Qr+1 le polynoˆme :
−Xr+1 + ar+1,r+1Xr +RrSrXr−1 +RrArSrXr−2 + · · ·+RrAr−1r Sr .
Pour calculer Pr+1(X) selon la formule de Samuelson on peut :
– effectuer le produit PrQr+1 ;
– supprimer les termes de degre´ < r ;
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– et enfin diviser par Xr .
On peut aussi de´crire ce calcul sous la forme :
−−→
Pr+1 = Toep(Qr+1)×−→Pr (2.15)
ou`
−→
Pr est le vecteur colonne
t(p0, p1, . . . , pr) des coefficients du po-
lynoˆme Pr et Toep(Qr+1) ∈ A(r+2)×(r+1) est la matrice de Toeplitz
suivante de´finie a` partir du polynoˆme Qr+1 :
Toep(Qr+1) =

−1 0 · · · · · · 0
ar+1,r+1 −1 . . .
...
RrSr
. . .
. . .
. . .
...
...
. . .
. . .
. . . 0
RrA
r−2
r Sr
. . .
. . . −1
RrA
r−1
r Sr RrA
r−2
r Sr . . . RrSr ar+1,r+1

Algorithme 2.10 Algorithme de Berkowitz, principe ge´ne´ral.
Entre´e : Une matrice A ∈ An×n.
Sortie : Le polynoˆme caracte´ristique PA(X) de A.
De´but
E´tape 1 :
Pour k < r dans {1, . . . , n} calculer les produits Rr (Ar)k Sr,
ce qui donne les polynoˆmes Qr+1 et les matrices Toep(Qr+1),
E´tape 2 :
Calculer le produit Toep(Qn) Toep(Qn−1) · · · Toep(Q2)−→P1 :
on obtient
−→
PA.
Fin.
Avec
−→
P1 =
[ −1
a1,1
]
, on obtient l’algorithme de Berkowitz informel 2.10.
2.6.2 Version se´quentielle
Dans la version se´quentielle la plus simple de l’algorithme de Berko-
witz, le calcul des coefficients de la matrice Toep(Qr+1) se fait naturel-
lement par l’utilisation exclusive de produits scalaires ou de produits de
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matrices par des vecteurs. De meˆme dans l’e´tape 2, le produit s’effectue
de droite a` gauche, donc n’utilise que des produits matrice par vecteur.
Cela donne l’algorithme 2.11.
Algorithme 2.11 Algorithme de Berkowitz, version se´quentiel-
le simple.
Entre´e : Un entier n ≥ 2 et une matrice A = (aij) ∈ An×n.
Sortie : Le polynoˆme caracte´ristique de A : PA(X).
De´but
Variables locales : i, j, k, r ∈ N ; v = (vi), c = (ci), s = (si), P = (pi) :
listes de longueur variable r (1 ≤ r ≤ n+ 1) dans A.
# initialisation de c et de v
c1 := −1 ; v := (−1, a11) ;
# Calcul des polynoˆmes caracte´ristiques des matrices principales
# dominantes d’ordre ≥ 2 (les listes successives dans P = (pi))
pour r de 2 a` n faire
(si)i=1..r−1 := (air)i=1..r−1 ;
c2 := arr ;
pour i de 1 a` r − 2 faire
ci+2 :=
∑r−1
j=1 arj sj ;
pour j de 1 a` r − 1 faire pj :=
∑r−1
k=1 ajk sk fin pour ;
(sj)j=1..r−1 := (pj)j=1..r−1
fin pour ;
cr+1 :=
∑r−1
j=1 arj sj ;
pour i de 1 a` r + 1 faire
pi :=
∑min (r,i)
j=1 ci+1−j vj
fin pour ;
(vi)i=1..r+1 := (pi)i=1..r+1
fin pour ;
PA(X) :=
∑n
i=0 vi+1X
n−i
Fin.
Ainsi, sans calculer des puissances de matrices Ak−1r (3 ≤ k ≤ r) on
commence par calculer RrSr puis successivement, pour k allant de 2
a` r, le produit (matrice par vecteur) Ak−1r Sr suivi du produit scalaire
RrA
k−1
r Sr , ce qui se traduit par 2r
3 + r2 − 3r + 1 ope´rations arith-
me´tiques pour chaque r (1 ≤ r ≤ n − 1). On en de´duit que le nombre
d’ope´rations arithme´tiques (dans l’anneau de base A) intervenant dans
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ce calcul est e´gal a` :
n−1∑
r=1
(2r3 + r2 − 3r + 1) = 1
2
n4 − 2
3
n3 − 3
2
n2 +
8
3
n− 1 .
Il en est de meˆme pour la multiplication des matrices de Toeplitz
Toep(Qr). On commence par multiplier la premie`re matrice Toep(Q1) =−→
P1 a` gauche par la matrice Toep(Q2) pour obtenir le vecteur
−→
P2 qui
est un vecteur 3× 1 et ainsi de suite jusqu’a` −→Pn = Toep(Qn)×−−−→Pn−1.
Comme chaque multiplication
−→
Pr = Toep(Qr) × −−→Pr−1 (d’une matrice
sous-triangulaire (r+1)×r avec des −1 sur la diagonale par un vecteur
r× 1) couˆte r (r− 1) ope´rations arithme´tiques dans A, le calcul de −→Pn
se fait en
n∑
r=2
(r2 − r) = 1
3
(n3 − n) ope´rations arithme´tiques de base 8.
Proposition 2.6.1 Le couˆt total de l’algorithme se´quentiel simple de
Berkowitz s’e´le`ve a`
1
2
n4 − 1
3
n3 − 3
2
n2 +
7
3
n− 1 ≤ 1
2
n4 − 1
3
n3
ope´rations arithme´tiques dans l’anneau de base.
2.7 Me´thode de Chistov
2.7.1 Le principe ge´ne´ral
La me´thode de Chistov [17] consiste a` calculer le polynoˆme caracte´-
ristique PA(X) d’une matrice carre´e A ∈ An×n (n ≥ 2) en le ramenant
a` l’inversion du polynoˆme formel Q(X) = det(In −XA) dans l’anneau
des se´ries formelles A[[X]].
Ce polynoˆme est, a` un signe pre`s, le polynoˆme re´ciproque du poly-
noˆme caracte´ristique puisque
(−1)nXnQ
(
1
X
)
= (−X)ndet
(
In − 1
X
A
)
= det(A−XIn) = PA(X).
Comme les polynoˆmes PA et Q, re´sultat final du calcul, sont de degre´
n, tous les calculs peuvent se faire modulo Xn+1 dans l’anneau des se´ries
8. Ce calcul peut eˆtre acce´le´re´ en utilisant une multiplication rapide des poly-
noˆmes (cf. chapitre 6), mais cela ne change pas substantiellement le re´sultat global
qui reste de O(n4) ope´rations arithme´tiques avec la meˆme constante asymptotique.
Nous n’avons pas imple´mente´ cette ame´lioration lors de nos tests expe´rimentaux.
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formelles A[[X]], c’est-a`-dire encore peuvent se faire dans l’anneau des
de´veloppements limite´s a` l’ordre n sur A : A[X]/〈Xn+1〉 .
Dans la suite, nous noterons souvent cet anneau An.
L’algorithme de Chistov utilise le fait que, pour toute matrice carre´e
B d’ordre n re´gulie`re, le n - e`me e´le´ment de la diagonale de la matrice
inverse B−1, note´ (B−1)n,n, est e´gal a` :
(B−1)n,n =
detBn−1
detB
ou encore (B−1n )n,n =
detBn−1
detBn
,
ou` Br de´signe la sous-matrice principale dominante d’ordre r de B
(avec la convention detB0 = 1). Ceci permet d’e´crire lorsque B est
fortement re´gulie`re :(
B−1n
)
n,n
× (B−1n−1)n−1,n−1 × · · · × (B−11 )1,1 = 1detB .
Appliquant ce fait a` la matrice B = In − XAn ∈ A[X]n×n qui est
fortement re´gulie`re puisque tous ses mineurs principaux dominants sont
des polynoˆmes de terme constant e´gal a` 1 et sont donc inversibles dans
l’anneau A[[X]], on obtient :
Q(X)−1 = [ det(In −XAn) ]−1 =
n∏
r=1
(
B−1r
)
r,r
. (2.16)
Mais on a un isomorphisme canonique A[[X]]r×r ' Ar×r[[X]] et la
matrice Br = Ir − XAr est aussi inversible dans l’alge`bre des se´ries
formelles sur l’anneau de matrices Ar×r, et son inverse est la matrice :
B−1r = Ir +
∞∑
k=1
(Ar)
kXk ∈ Ar×r[[X]] . (2.17)
Donc en notant Er la r - e`me colonne de Ir :
(
B−1r
)
r,r
mod Xn+1 = 1 +
n∑
k=1
(
t Er (Ar)
k Er
)
Xk . (2.18)
Par conse´quent en notant Q˜(X) = Q(X)−1 mod Xn+1 on obtient :
Q˜(X) =
n∏
r=1
[
1 +
n∑
k=1
(
t Er (Ar)
k Er
)
Xk
]
mod Xn+1
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et donc,
Q(X) =
{
n∏
r=1
[
1 +
n∑
k=1
(
t Er (Ar)
k Er
)
Xk
]}−1
dans A[X]/〈Xn+1〉
Ainsi Q(X) est l’inverse modulo Xn+1 du produit modulo Xn+1
de n polynoˆmes de terme constant e´gal a` 1 et de degre´ infe´rieur ou e´gal
a` n.
Rappelons que le polynoˆme caracte´ristique a` calculer PA(X) est le
produit par (−1)n du polynoˆme re´ciproque a` l’ordre n de Q(X). On
obtient alors l’algorithme de Chistov 2.12.
Algorithme 2.12 Algorithme de Chistov, principe ge´ne´ral.
Entre´e : la matrice A ∈ An×n.
Sortie : le polynoˆme caracte´ristique PA(X) de A.
De´but
E´tape 1 :
Calculer pour r, k ∈ {1, . . . , n} les produits t Er (Ar)k Er,
ce qui donne les polynoˆmes
(
B−1r
)
r,r
(formule (2.18)).
E´tape 2 :
Calculer le produit des n polynoˆmes pre´ce´dents modulo Xn+1,
ce qui donne Q(X)−1 mod Xn+1 (formule (2.16)).
E´tape 3 :
Inverser modulo Xn+1 le polynoˆme pre´ce´dent : on obtient Q(X).
E´tape 4 :
Prendre le polynoˆme re´ciproque a` l’ordre n du polynoˆme Q(X).
On obtient PA(X) en multipliant par (−1)n.
Fin.
Nous de´taillons maintenant la version se´quentielle e´le´mentaire de cet
algorithme.
2.7.2 La version se´quentielle
Dans la version se´quentielle la plus simple on obtient l’algorith-
me 2.13 page suivante.
On de´montre maintenant que le couˆt en nombre d’ope´rations arith-
me´tiques dans l’anneau de base pour cette version e´le´mentaire est asymp-
totiquement de l’ordre de (2/3)n4.
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Algorithme 2.13 Algorithme de Chistov, version se´quentielle
simple.
Entre´e : Un entier n ≥ 2 et une matrice A = (ai,j) ∈ An×n.
Sortie : Le polynoˆme caracte´ristique de A, PA ∈ A[X].
De´but
Variables locales : i, j, k, r ∈ N ; q = (qi), b = (bi), c = (ci) ∈ An+1 ou`
0 ≤ i ≤ n ; v = (vi) , w = (wi) ∈ Ar ou` 1 ≤ i ≤ r, Q ∈ A[X].
q := (1)i=0..n ; c := q ; (initialisation)
pour i de 1 a` n faire qi := qi−1 a1,1 fin pour ;
pour r de 2 a` n faire
v := (ai,r)i=1..r ; c1 := vr ;
pour i de 2 a` n− 1 faire
pour j de 1 a` r faire wj :=
∑r
k=1 aj,k vk fin pour ;
v := w ; ci := vr
fin pour ;
cn :=
∑r
k=1 ar,k vk ;
pour j de 0 a` n faire bj :=
∑j
k=0 cj−k qk fin pour ;
q := b
fin pour
Q := 1/
(∑n
k=0 qkX
k
)
mod Xn+1 ;
PA := (−1)nXnQ(1/X)
Fin.
Reprenons en effet les quatre e´tapes dans l’algorithme de Chistov
ge´ne´ral 2.12 page pre´ce´dente.
• L’e´tape 1, la plus couˆteuse, se rame`ne en fait a` calculer succes-
sivement les produits (Ar)
kEr pour 1 ≤ r ≤ n et pour 1 ≤ k ≤ n,
puisque t Er (Ar)
k Er n’est autre que la r - e`me composante du vecteur
(Ar)
k Er.
Pour chaque valeur de r (1 ≤ r ≤ n), on commence par calculer
ArEr puis, pour k allant de 2 a` n, le produit de la matrice Ar par le
vecteur (Ar)
k−1Er, ce qui se traduit par n (2r2−r) ope´rations arithme´ti-
ques (additions/soustractions et multiplications) pour chaque r compris
entre 1 et n. On en de´duit que le nombre d’ope´rations dans ce calcul est
e´gal a` :
n
n∑
r=1
(2r2 − r) = 1
6
n2 (n+ 1)(4n− 1) = (2/3)n4 +O(n3) .
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• L’e´tape 2 revient a` calculer le produit tronque´ de n polynoˆmes
de degre´ au plus e´gal a` n, ce qui se fait en O(n3) ope´rations de base.
• L’e´tape 3 consiste a` calculer le produit tronque´ a` l’ordre n des
dlog ne polynoˆmes 1 +R, 1 +R2, . . . , 1 +R2dlogne eux-meˆmes obtenus
a` l’issue de dlog ne e´le´vations successives au carre´, tronque´es a` l’ordre
n, de polynoˆmes de degre´ n. Cela fait un nombre d’ope´rations arithme´-
tiques de l’ordre de n2 dlog ne.
• L’e´tape 4 a un couˆt ne´gligeable.
Proposition 2.7.1 Le couˆt total de l’algorithme se´quentiel e´le´mentai-
re de Chistov s’e´le`ve a` (2/3)n4 +O(n3) ope´rations arithme´tiques dans
l’anneau de base.
Nous pre´sentons ci-dessous un re´sume´ de la discussion sur le nombre
d’ope´rations arithme´tiques :
Etape Couˆt
Etape 1 (2/3)n4 +O(n3)
Etape 2 O(n3)
Etape 3 O(n2 log n)
Etape 4 ne´gligeable
Tableau 2.7.2
Complexite´ de la version se´quentielle de l’algorithme de Chistov
2.8 Me´thodes relie´es aux suites re´currentes li-
ne´aires
Dans la section 2.8.1 nous donnons un algorithme de calcul du po-
lynoˆme caracte´ristique d’une matrice A base´ sur la conside´ration des
transforme´s successifs de vecteurs de la base canonique par A.
Dans la section 2.8.2 nous pre´sentons un algorithme duˆ a` Berlekamp
qui permet de calculer le polynoˆme ge´ne´rateur minimal d’une suite re´-
currente line´aire dans un corps lorsqu’on sait qu’elle ve´rifie une relation
de re´currence line´aire d’ordre n et qu’on connaˆıt les 2n premiers termes
de la suite.
Dans la section 2.8.3 on de´crit l’algorithme de Wiedemann qui utilise
celui de Berlekamp pour trouver avec une bonne probabilite´ le polynoˆme
caracte´ristique d’une matrice sur un corps fini.
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2.8.1 L’algorithme de Frobenius
Nous donnons ici un algorithme qui est base´ sur une description de
nature ge´ome´trique pour un endomorphisme d’un K – espace vectoriel.
Comme conse´quence, on calcule le polynoˆme caracte´ristique de l’endo-
morphisme avec essentiellement le meˆme nombre d’ope´rations arithme´-
tiques que dans la me´thode du pivot de Gauss (qui ne calcule que le
de´terminant), sans les inconve´nients que pre´sentait la me´thode de Hes-
senberg (hormis le cas des corps finis) concernant la taille des coefficients
interme´diaires.
Le cas usuel
Nous aurons besoin de la proce´dure 2.14 page ci-contre (de´rive´e de
l’algorithme de Jordan-Bareiss) a` laquelle nous donnons le nom de Jor-
BarSol. Elle calcule, a` la Jordan-Bareiss, la relation de de´pendance li-
ne´aire exprimant la dernie`re colonne en fonction des premie`res dans une
matrice fortement re´gulie`re ayant une colonne de plus que de lignes. La
fin du calcul, apre`s la triangulation, reste dans l’anneau A si la relation
de de´pendance line´aire est a` coefficients dans A.
Conside´rons une matrice carre´e A ∈ Z5×5 d’ordre 5 prise au hasard,
donne´e par exemple par Maple. Elle de´finit un endomorphisme hA de
Q5. On note (fi)1≤i≤6 le premier vecteur de la base canonique de Q5 et
ses 5 transforme´s successifs par A. Ceci fournit une matrice B ∈ Z5×6.
Voici un exemple typique
A =

57 −82 −48 −11 38
−7 58 −94 −68 14
−35 −14 −9 −51 −73
−73 −91 1 5 −86
43 −4 −50 50 67
 ,
B =

1 57 7940 55624 −46831857 −22451480858
0 −7 8051 1071926 199923276 14745797441
0 −35 −998 −245490 54032957 9123769947
0 −73 −7622 −1648929 −128141849 −10372211183
0 43 3460 209836 −58008810 −15808793525
 .
En ge´ne´ral les vecteurs (fi)1≤i≤5 sont inde´pendants, et meˆme, la
matrice B est fortement re´gulie`re. C’est le cas ici.
Concernant la taille des coefficients, ceux de la matrice initiale sont
majore´s par 100 en valeur absolue, et ceux de la matrice B dans la
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k -e`me colonne, sont majore´s par Mk−1 si M est une des normes de
A de´crite en section 1.6, par exemple M < 270 pour la norme de
Frobenius.
Algorithme 2.14 Algorithme JorBarSol
Entre´e : Une matrice A = (aij) ∈ An×(n+1) fortement re´gulie`re. L’anneau
A est suppose´ inte`gre avec un algorithme de division exacte.
Sortie : L = (`j) ∈ An : on a, en notant Cj la j-e`me colonne de A,
Cn+1 =
∑n
j=1 `j Cj . La fin du calcul reste dans A si les `i sont dans A.
De´but
Variables locales : i, j, p, q ∈ N ; piv, den, coe ∈ A ;
# LU-de´composition a` la Jordan-Bareiss
den := 1 ; m := n+ 1 ;
pour p de 1 a` n− 1 faire
piv := app ; fortement re´gulie`re
pour i de p+ 1 a` n faire
coe := aip ;
pour j de p+ 1 a` m faire
aij := (piv ∗ aij − coe ∗ apj) / den
fin pour
fin pour
den := piv
fin pour
# calcul des coefficients `i
pour q de 1 a` n− 1 faire
p := n− q ; `p := apm/app ;
pour i de 1 a` p− 1 faire
aim := aim − `p aip
fin pour
fin pour
Fin.
On peut calculer la relation de de´pendance line´aire f6 =
∑5
i=1 αi fi,
qui se relit hA
5(f1) =
∑4
i=0 αi hA
i(f1). La matrice de hA sur la base
(f1, . . . , f5) est alors clairement la matrice compagnon du polynoˆme
P (X) = X5 −∑4i=0 αiXi (cf. page 15) et on obtient le polynoˆme ca-
racte´ristique de A par la formule PA(X) = (−1)5P (X).
Cet algorithme qui calcule le polynoˆme caracte´ristique de A fonc-
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tionne lorsque le polynoˆme ge´ne´rateur minimal P de la suite re´currente
line´aire (An f1)n∈N dans Q5 est de degre´ ≥ 5. Dans ce cas le polynoˆme
P est en effet e´gal au polynoˆme minimal et au polynoˆme caracte´ristique
de A (au signe pre`s).
Pour calculer la relation de de´pendance line´aire f6 =
∑5
i=1 αi fi on
applique la proce´dure JorBarSol. Elle commence par la triangulation
a` la Jordan-Bareiss de la matrice B. Cette triangulation (en fait, une
LU -de´composition) ne change pas les deux premie`res colonnes et donne
les 4 dernie`res suivantes.
7940 55624 −46831857 −22451480858
8051 1071926 199923276 14745797441
288771 39235840 6619083961 452236520806
641077 −110921281313 −32874613863452 −5984786805270056
−370413 −114147742050 −8244227015780803785 −1467472408808983073730
Si on traite une matrice carre´e A d’ordre n dont une norme est ma-
jore´e par M , le coefficient en position (i, j) dans la matrice ainsi obtenue
est e´gal au mineur b
(k−1)
i,j de la matrice B = [f1|Af1| · · · |Anf1] avec k =
min(i, j). A priori (comme dans l’exemple ci-dessus, d’ailleurs) le plus
grand coefficient serait en position (n, n+1), majore´ par M1+···+(n−2)+n,
c’est-a`-dire M (n
2−n+2)/2, ce qui reste raisonnable, en tout cas bien meil-
leur que dans l’algorithme de Hessenberg.
L’algorithme termine en donnant la combinaison line´aire recherche´e
par le calcul successif des coefficients α5, α4, . . . , α1.
Une matrice de Frobenius d’ordre n est un autre nom donne´ a`
une matrice compagnon d’un polynoˆme P (X) de degre´ n. On peut
l’interpre`ter comme la matrice de l’application line´aire (( multiplication
par x )) (la classe de X) dans l’alge`bre quotient K[X] /〈P (X)〉 sur la
base canonique 1, x, . . . , xn−1.
L’algorithme que nous venons de de´crire n’ayant pas de nom officiel,
nous l’appellerons algorithme de Frobenius, c’est l’algorithme 2.15 page
suivante.
Nombre d’ope´rations arithme´tiques
Avec une matrice carre´e d’ordre n l’algorithme de Frobenius donne
un calcul en O(n3) ope´rations arithme´tiques, ce qui est du meˆme ordre
de grandeur que pour la me´thode du pivot de Gauss.
Plus pre´cise´ment l’algorithme 2.15 se de´compose en deux grandes
e´tapes. La premie`re e´tape cre´e la matrice B et exe´cute (n− 1)n2 mul-
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Algorithme 2.15 Algorithme de Frobenius (le cas simple)
Entre´e : Une matrice A = (aij) ∈ An×n. L’anneau A est suppose´ inte`gre
avec un algorithme de division exacte.
Sortie : Le polynoˆme caracte´ristique PA(X). L’algorithme ne fonctionne
que si le premier vecteur de base et ses n− 1 transforme´s successifs par A
sont line´airement inde´pendants.
De´but
Variables locales : i, k, m ∈ N ; B = (bi,j) ∈ An×(n+1) ;
V = (vi) ∈ An×1, L = (`j) ∈ An ;
m := n+ 1 ; V := premie`re colonne de A ;
B := 0 dans An×(n+1) ; b1,1 := 1 ;
2-e`me colonne de B := V ;
pour k de 3 a` m faire
V := AV ;
k-e`me colonne de B := V
fin pour ;
L := JorBarSol(B) ;
PA := (−1)n(Xn −
∑n
k=1 `kX
k−1)
Fin.
tiplications et (n − 1)3 additions. La deuxie`me e´tape applique l’algo-
rithme JorBarSol a` la matrice B. Vue la premie`re colonne de celle-ci,
cet algorithme utilise
n−1∑
p=2
(n− p) (n− p+ 1) +
n−1∑
p=1
(p− 1) = 1
3
n3 − 1
2
n2 − 5
6
n+ 1
additions/soustractions et
3
n−1∑
p=2
(n− p) (n− p+ 1) +
n−1∑
p=1
(p− 1) + n− 2 = n3 − 5
2
n2 +
3
2
n− 1
multiplications/divisions (les divisions sont toutes exactes). Ceci donne
le re´sultat suivant.
Proposition 2.8.1 L’algorithme de Frobenius (dans le cas usuel simple)
applique´ a` une matrice carre´e d’ordre n sur un anneau inte`gre dans le-
quel les divisions exactes sont explicites demande en tout
10
3
n3 − 7n2 + 11
3
n− 1
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ope´rations arithme´tiques dans l’anneau. Plus pre´cise´ment cet algorithme
exe´cute
4
3
n3−7
2
n2+
13
6
n additions/soustractions et 2n3−7
2
n2+
3
2
n−1
multiplications/divisions.
En pratique, sur un corps fini, les algorithmes de Hessenberg et de
Frobenius s’ave`rent meilleurs que tous les autres, ce qui correspond
au fait qu’ils fonctionnent en exe´cutant seulement O(n3) ope´rations
arithme´tiques. Mais de`s qu’on passe a` des matrices a` coefficients dans
Z, l’algorithme de Berkowitz devient plus performant, car ses O(n4)
ope´rations arithme´tiques sont exe´cute´es sur des entiers de taille mieux
controˆle´e. Si on passe a` des anneaux tels que Z[t, u], l’algorithme de
Berkowitz be´ne´ficie en plus du fait qu’il n’utilise pas de divisions. Enfin
sur des anneaux non inte`gres, les algorithmes de Hessenberg et de Fro-
benius, meˆme dans leurs variantes avec recherche de pivot non nuls, ne
fonctionnent plus en toute ge´ne´ralite´.
Le cas difficile : triangularisation par blocs
La me´thode que nous de´crivons maintenant est l’adaptation de la
pre´ce´dente pour le cas le plus difficile, qui se pre´sente cependant rare-
ment. Cette me´thode, comme celle de´crite pour le cas usuel (celui ou` le
polynoˆme caracte´ristique de A est e´gal a` son polynoˆme minimal et ou` le
premier vecteur de base A -engendre l’espace Kn) fait partie de l’usage,
et nous ne savons pas a` qui l’attribuer.
Soit A une matrice carre´e dans Kn×n. Notons a = (e1, . . . , en) la
base canonique de Kn (on identifiera Kn×1 avec Kn ) et hA l’endomor-
phisme de Kn ayant pour matrice A dans cette base.
Nous allons construire une nouvelle base b = (f1, . . . , fn) dans la-
quelle l’endomorphisme hA aura une matrice suffisamment sympathique,
dont le polynoˆme caracte´ristique sera facile a` calculer. Il s’agit pre´cise´-
ment de re´duire la matrice de hA a` une forme triangulaire par blocs
avec des blocs diagonaux ayant la forme de Frobenius.
Voyons ce qui se passe sur un exemple.
Un exemple dans K7 = Q7 :
Soit (e1, e2, e3, e4, e5, e6, e7) la base canonique de K7 , v un vecteur
de K7 et A la matrice carre´e d’ordre 7 ci-dessous. Rappelons que le
sous-espace de Krylov 9 associe´ au couple (A, v) (ou au couple (hA, v) ),
9. On dit parfois aussi sous espace cyclique.
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note´ KrA, v, est le sous-espace de K7 engendre´ par la suite re´currente
line´aire (An v)n∈N.
A =

1 5 43 683 794 206 268
−1 −2 −26 −458 −554 −148 −186
0 0 1 14 18 5 6
1 3 24 387 469 125 157
1 4 21 300 357 92 119
2 5 53 888 1082 292 363
−7 −23 −163 −2547 −3074 −813 −1028

,
Pour obtenir une base du sous-espace KrA, e1 (de dimension k1) nous
calculons successivement les vecteurs e1, Ae1, A
2e1, . . . en nous arreˆtant
au dernier vecteur qui ne soit pas combinaison line´aire de ceux qui le
pre´ce`dent ou, ce qui revient au meˆme, nous construisons successivement
les matrices [e1], [e1 |Ae1], [e1 |Ae1 |A2e2] , . . . en nous arreˆtant a` la
dernie`re matrice dont le rang est e´gal au nombre de colonnes. Dans
notre cas, cela donne la suite de matrices :

1
0
0
0
0
0
0

,

1 1
0 −1
0 0
0 1
0 1
0 2
0 −7

,

1 1 9
0 −1 −5
0 0 0
0 1 5
0 1 5
0 2 10
0 −7 −35

, . . .
Il faut s’arreˆter a` la deuxie`me matrice car la matrice [ e1 |Ae1 |A2e1 ]
est de rang 2. On remarque en effet que A2e2 = 4 e1 + 5Ae1. Une base
du sous-espace V1 = KrA, e1 est donc forme´e du couple (e1, Ae1) et
dimV1 = k1 = 2. La matrice correspondante est note´e U1 = [ e1 |Ae1 ].
Passons au second vecteur de la base canonique. On remarque que
e2 n’est pas dans le sous-espace V1 et l’on poursuit la construction
de la base recherche´e avec les matrices [U1 | e2 ] puis [U1 | e2 |Ae2 ] puis
[U1 | e2 |Ae2 |A2e2 ] . . . jusqua` obtenir une matrice dont la dernie`re co-
lonne est combinaison line´aire des autres.
Ici c’est le vecteur A3e2 qui est combinaison line´aire de ceux qui
le pre´ce`dent (c’est-a`-dire qu’il appartient au sous-espace V2 = V1 +
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〈
e2, Ae2, A
2e2
〉
) et on obtient la suite de matrices :
1 1 0
0 −1 1
0 0 0
0 1 0
0 1 0
0 2 0
0 −7 0

,

1 1 0 5
0 −1 1 −2
0 0 0 0
0 1 0 3
0 1 0 4
0 2 0 5
0 −7 0 −23

, U2 =

1 1 0 5 86
0 −1 1 −2 −53
0 0 0 0 1
0 1 0 3 50
0 1 0 4 48
0 2 0 5 103
0 −7 0 −23 −347

.
Et la matrice [ e1 |Ae1 | e2 |Ae2 |A2e2 |A3e2 ] = [U2 |A3e2 ] :
1 1 0 5 86 348
0 −1 1 −2 −53 −200
0 0 0 0 1 −2
0 1 0 3 50 209
0 1 0 4 48 214
0 2 0 5 103 411
0 −7 0 −23 −347 −1471

est de rang 5 puisque sa dernie`re colonne A3e2 est combinaison des
autres. On peut le voir par exemple par la me´thode du pivot de Gauss,
qui fournit la relation de de´pendance line´aire A3e2 = 209e1 + 306Ae1 +
2e2 + Ae2 − 2A2e2. On passe ensuite au troisie`me vecteur de la base
canonique. On remarque que e3 n’est pas dans le sous-espace V2. On
construit alors une base de V3 = V2 + KrA, e3 . On poursuit donc la
construction de la base recherche´e avec les nouvelles matrices [U2 | e3 ]
et [U2 | e3 |Ae3 ] :
1 1 0 5 86 0
0 −1 1 −2 −53 0
0 0 0 0 1 1
0 1 0 3 50 0
0 1 0 4 48 0
0 2 0 5 103 0
0 −7 0 −23 −347 0

,

1 1 0 5 86 0 43
0 −1 1 −2 −53 0 −26
0 0 0 0 1 1 1
0 1 0 3 50 0 24
0 1 0 4 48 0 21
0 2 0 5 103 0 53
0 −7 0 −23 −347 0 −163

La dernie`re matrice, que nous notons U3 = U , est de rang 7. C’est la
matrice de passage de la base canonique a` la base que nous venons de
construire b = (e1, Ae1, e2, Ae2, A
2e2, e3, Ae3).
Dans cette nouvelle base, il est clair que la matrice de l’endomor-
phisme hA est une matrice triangulaire supe´rieure par blocs, les blocs
diagonaux e´tant forme´s de matrices de Frobenius.
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On peut d’ailleurs le ve´rifier, en calculant le produit matriciel U−1AU
pour obtenir :
U−1AU =

0 4 0 0 209 0 179
1 5 0 0 306 0 291
0 0 0 0 2 0 6
0 0 1 0 1 0 −17
0 0 0 1 −2 0 −4
0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 1 5

dont le polynoˆme caracte´ristique (celui aussi de A ) est e´gal au produit
des polynoˆmes caracte´ristiques des blocs diagonaux de Frobenius, c’est-
a`-dire :
(
X2 − 5X − 4) (X3 + 2X2 −X − 2) (X2 − 5X − 1) .
En fait la matrice U−1AU , et par suite les polynoˆmes caracte´risti-
ques des blocs diagonaux de Frobenius, peuvent eˆtre retrouve´s a` partir
des relations de de´pendance line´aires de´ja` calcule´es et de la relation qui
exprime le vecteur A2e3 comme combinaison line´aire des vecteurs de
la base b, qui peut eˆtre obtenue en appliquant la me´thode du pivot de
Gauss a` la matrice [U3 |A2e3 ].
Description ge´ne´rale de l’algorithme
On prend f1 = e1 puis f2 = Ae1, sauf si Ae1 est coline´aire avec e1,
auquel cas on prend f2 = e2.
Pre´cise´ment, on de´finit l’entier k1 ∈ {1, . . . , n} comme suit : les
vecteurs e1, Ae1, . . . , A
k1−1e1 sont inde´pendants, mais Ak1e1 de´pend
line´airement des pre´ce´dents. Ceci de´finit le de´but
(f1, . . . , fk1) = (e1, Ae1, . . . , A
k1−1e1)
de notre base.
Les tests de de´pendance line´aire dont nous avons eu besoin peuvent
eˆtre obtenus en appliquant le pivot de Gauss, avec e´ventuels e´changes
de lignes mais sans e´change de colonnes, sur les matrices successives
(e1, Ae1), (e1, Ae1, A
2e1) etc. Cette me´thode fournit aussi la relation de
de´pendance line´aire lorsque l’entier k1 est atteint. Notez aussi que nous
n’avons pas besoin de calculer les puissances successives de la matrice
A mais seulement les transforme´s successifs du vecteur e1 par A.
Si k1 = n notre base b est trouve´e, et en exprimant Afk1 sur la
base b nous obtenons en meˆme temps la matrice de hA sur b sous forme
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d’une matrice de Frobenius.
0 · · · 0 a0
1
. . .
... a1
...
. . . 0
...
0 · · · 1 an−1

dont le polynoˆme caracte´ristique est, au signe pre`s,
P (X) = Xn − (an−1Xn−1 + · · ·+ a1X + a0)
Si k1 < n, nous cherchons le premier vecteur ei (i > 1) line´airement
inde´pendant de f1, . . . , fk1 . Ceci nous fournit le vecteur fk1+1. Le calcul
de l’indice i et donc du vecteur fk1+1 peut de nouveau eˆtre obtenu par
la me´thode du pivot de Gauss (sans e´change de colonnes) applique´e aux
matrices (f1, . . . , fk1 , ei). On de´finit ensuite l’entier k2 ∈ {1, . . . , n− k1}
comme suit : les vecteurs
f1, . . . , fk1+1, Afk1+1, . . . , A
k2−1fk1+1
sont inde´pendants, mais Ak2fk1+1 de´pend line´airement des pre´ce´dents.
Ceci de´finit le nouveau de´but de notre base,
(f1, . . . , fk1+k2) = (f1, . . . , fk1+1, Afk1+1, . . . , A
k2−1fk1+1).
Si k1 + k2 = n notre base b est trouve´e, et en exprimant Afk1+k2
sur la base b nous obtenons en meˆme temps la matrice de hA sur b sous
forme d’une matrice triangulaire par blocs, ayant pour blocs diagonaux
deux matrices de Frobenius.
0 · · · 0 a0 0 · · · · · · 0 c0
1
. . .
... a1
...
... c1
...
. . . 0
...
...
...
...
0 · · · 1 an−1 0 · · · · · · 0 cn−1
0 · · · · · · 0 0 · · · · · · 0 b0
...
... 1
. . .
... b1
...
... 0
. . .
. . .
...
...
...
...
...
. . .
. . . 0
...
0 · · · · · · 0 0 · · · 0 1 bm−1

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dont le polynoˆme caracte´ristique est, au signe pre`s,
P (X) =
(
Xn −
∑n−1
i=0
aiX
i
)
·
(
Xm −
∑m−1
j=0
bjX
j
)
.
Si k1+k2 < n nous cherchons le vecteur fk1+k2+1 parmi les vecteurs
restants de la base canonique, et nous continuons le processus. En fin de
compte, en ayant calcule´ un nombre relativement restreint (certainement
< 2n) de produits du type matrice fois vecteur Ag, et en ayant applique´
le pivot de Gauss un nombre relativement restreint de fois nous avons
obtenu une nouvelle base b ainsi que la matrice de hA sur cette base
sous la forme d’une matrice triangulaire par blocs, ayant sur la diagonale
des blocs forme´s de matrices de Frobenius. Le polynoˆme caracte´ristique
de la matrice est donc e´gal au produit des polynoˆmes caracte´ristiques
Pi(X) des blocs diagonaux, qui sont donne´s par simple lecture de la
dernie`re colonne de la matrice de Frobenius.
Notons pour terminer qu’il est facile de ve´rifier sur une telle forme
re´duite que chacun des vecteurs fj est annule´ par l’endomorphisme∏
i Pi(hA), ce qui fournit une preuve ge´ome´trique e´le´mentaire du the´ore`-
me de Cayley-Hamilton. Pour la preuve de ce the´ore`me il suffit d’ailleurs
de constater le fait pour le vecteur f1, car celui-ci est simplement le
premier vecteur d’une base, et donc n’importe quel vecteur non nul a
priori.
Domaine de validite´ et nombre d’ope´rations arithme´tiques
Dans cet algorithme le nombre d’ope´rations arithme´tiques est encore
un O(n3).
Son domaine de validite´ est celui des corps, et plus ge´ne´ralement celui
des anneaux inte`gres et inte´gralement clos, que nous avons envisage´s a`
l’occasion de l’e´tude du polynoˆme minimal (voir section 1.3.2 page 20).
En effet avec un tel anneau, si C ∈ An×n les polynoˆmes PC et
PC,v sont automatiquement a` coefficients dans A. Il s’ensuit que les
proce´dures du type JorBarSol que nous utilisons au cours de l’algo-
rithme ne calculent que des e´le´ments dans A.
Dans le cas d’une matrice a` coefficients dans Z on a les meˆmes
majorations des coefficients interme´diaires que celles que nous avons
esquisse´es dans le cas facile le plus usuel.
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2.8.2 Algorithme de Berlekamp/Massey
On donne dans un corps K les 2n premiers e´le´ments d’une suite
re´currente line´aire (ak)k∈N pour laquelle on sait qu’il existe un poly-
noˆme ge´ne´rateur de degre´ n. Le proble`me est de calculer le polynoˆme
ge´ne´rateur minimal g de la suite.
Une telle solution est donne´e par l’algorithme de Berlekamp/Massey
[27] qui donne en sortie le degre´ d ainsi que les coefficients d’un poly-
noˆme f = cd g associe´ au polynoˆme g. Ce polynoˆme g est alors obtenu
en divisant par cd.
L’algorithme de Berlekamp/Massey utilise les proprie´te´s de la suite
des triplets (Ri, Ui, Vi) forme´e des restes et des multiplicateurs de Be´zout
successifs dans l’algorithme d’Euclide e´tendu pour le couple de polynoˆ-
mes (R−1, R0) ou` R−1 = X2n et R0 =
∑2n−1
i=0 aiX
i.
Posant V−1 = U0 = 0 et U−1 = V0 = 1, ces triplets ve´rifient, pour
tout i ≥ 0, les relations :
Ri−1 = RiQi +Ri+1 ou` doRi+1 < doRi
Ui+1 = Ui−1 −Qi Ui,
Vi+1 = Vi−1 −Qi Vi, d’ou` :
Ri = UiR−1 + ViR0,
de plus : Ui Vi−1 − Vi Ui−1 = (−1)i et doRi < 2n− doVi .
Les deux dernie`res relations se ve´rifient facilement par re´currence
sur i.
On arreˆte le processus au premier reste, disons Rm, de degre´ plus
bas que n, pour obtenir :
UmX
2n + VmR0 = Rm avec d
oRm < n.
Posons d = sup(doVm, 1+d
oRm) et P = X
dVm(1/X). Alors on peut
montrer que P divise´ par son coefficient dominant est le polynoˆme ge´-
ne´rateur minimal de la suite (ak) (cf. [GG] et [27]). Par exemple dans
le cas ou` doVm = n et Vm(0) 6= 0, en e´crivant que les termes de degre´
compris entre n et 2n − 1 du polynoˆme Vm(X)R0(X) sont nuls, on
constate que P (X) est bien un polynoˆme ge´ne´rateur de la suite (ak).
Ceci donne pre´cise´ment l’algorithme 2.16 page suivante (dans lequel
cd(P ) de´signe le coefficient dominant de P ).
Cet algorithme est duˆ a` Berlekamp, mais sous une forme ou` la rela-
tion avec l’algorithme d’Euclide e´tendu e´tait invisible. C’est Massey qui
a fait le rapprochement. Pour plus de de´tails sur la relation entre cet
algorithme et l’algorithme d’Euclide e´tendu, on pourra consulter [27].
2.8. Me´thodes relie´es aux suites re´currentes line´aires 109
Algorithme 2.16 Algorithme de Berlekamp-Massey
Entre´e : Un entier n ≥ 1. Une liste non nulle d’e´le´ments du corps K,
[a0, a1, . . . , a2n−1] : les 2n premiers termes d’une suite re´currente line´aire,
sous l’hypothe`se qu’elle admet un polynoˆme ge´ne´rateur de degre´ ≤ n.
Sortie : Le polynoˆme ge´ne´rateur minimal P de la suite re´currente line´aire.
De´but
Variables locales : R,R0, R1, V, V0, V1, Q : polynoˆmes en X
# initialisation
R0 := X
2n ; R1 :=
∑2n−1
i=0 aiX
i ; V0 := 0 ; V1 := 1 ;
# boucle
tant que n ≤ deg(R1) faire
(Q,R) := quotient et reste de la division de R0 par R1 ;
V := V0 −Q ∗ V1 ;
V0 := V1 ; V1 := V ; R0 := R1 ; R1 := R ;
fin tant que
# sortie
d := sup(deg(V1), 1 + deg(R1)) ; P := X
dV1(1/X) ;
Retourner P := P/cd(P ).
Fin.
2.8.3 Me´thode de Wiedemann
L’algorithme de Wiedemann [96] pour la re´solution des syste`mes li-
ne´aires sur un corps K est un algorithme probabiliste, avec divisions,
qui est base´ sur la the´orie des suites re´currentes line´aires. Il est parti-
cule`rement efficace dans le cas des matrices creuses sur les corps finis.
Il utilise le fait que si le polynoˆme minimal PA d’une matrice A ∈
Kn×n est de degre´ n (donc e´gal, a` un signe pre`s, au polynoˆme caracte´-
ristique PA de A ) , alors il existe toujours un vecteur v ∈ Kn×1 pour
lequel le polynoˆme ge´ne´rateur minimal de la suite re´currente line´aire
(Ak v) k∈N est e´gal a` PA. Il suffit en effet, comme nous l’avons vu dans
la section 1.3 (corollaire 1.3.3), de prendre un vecteur de Kn en dehors
d’une re´union finie de sous-espaces de Kn.
L’algorithme de Wiedemann choisit au hasard une forme line´aire
pi : Kn → K et un vecteur v ∈ Kn puis il calcule les 2n premiers
termes de la suite re´currente line´aire (pi(Ak v)) k∈N dans K. Enfin le
polynoˆme ge´ne´rateur minimal de cette suite est obtenu par l’algorithme
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de Berlekamp-Massey.
Dans le cas e´tudie´ par Wiedemann, le corps K est fini de cardi-
nal q, et on a une mesure de probabilite´ naturelle, en postulant une
e´quiprobabilite´ des e´le´ments du corps. Si le polynoˆme minimal de la
matrice A est e´gal a` son polynoˆme caracte´ristique, la probabilite´ pour
trouver un vecteur v convenable apre`s k essais successifs est supe´rieure
a` 1− log qk−1
qk−1−1 ≥ 1− 1qk−1−1 (cf. [96]).
Si on compare avec l’algorithme de Frobenius, on voit que l’on doit
calculer 2n vecteurs Ak v au lieu de n. Par contre le calcul du poly-
noˆme ge´ne´rateur minimal est ensuite beaucoup plus rapide. En outre,
dans le cas des matrices creuses, meˆme le calcul des 2n vecteurs Ak v
est tre`s rapide.
Notons enfin que les algorithmes de Frobenius et de Wiedemann
peuvent eˆtre acce´le´re´s tre`s significativement au moyen de la multiplica-
tion rapide des polynoˆmes et de la multiplication rapide des matrices
(cf. sections 8.4 et 8.5).
3. Circuits arithme´tiques
Introduction
Dans ce chapitre nous introduisons la notion fondamentale de circuit
arithme´tique qui est le cadre ge´ne´ral dans lequel se situe l’analyse des
algorithmes de´veloppe´s dans cet ouvrage.
La complexite´ alge´brique peut eˆtre vue comme une the´orie qui cher-
che a` analyser les algorithmes qui acceptent de se mettre sous forme de
familles de circuits arithme´tiques.
Dans un circuit arithme´tique les instructions de branchement ne sont
pas autorise´es, ce qui semble une limitation assez se´ve`re. Les algorithmes
usuels d’alge`bre line´aire sont en effet ordinairement e´crits en utilisant
des tests d’e´galite´ a` 0. Ne´anmoins, il s’ave`re que dans beaucoup de cas,
cette limitation apparente n’en est pas une, notamment en raison de
la proce´dure d’e´limination des divisions de Strassen que nous exposons
dans la section 3.2. Par contre le cadre un peu strict fourni par les cir-
cuits arithme´tiques s’ave`re tre`s fe´cond. C’est graˆce a` lui que l’on peut
mettre en place la strate´gie ge´ne´rale (( diviser pour gagner )).
Lorsqu’on envisage les algorithmes lie´s a` la ge´ome´trie alge´brique
re´elle, la ne´cessite´ des tests de signe, et donc des instructions de branche-
ment, devient souvent impe´rieuse, et une autre branche de la complexite´
alge´brique est ne´cessaire, avec la the´orie des re´seaux arithme´tiques que
nous ne de´velopperons pas ici.
Dans la section 3.1 nous donnons les de´finitions pre´cises des circuits
arithme´tiques et de leur variante (( programme´e )), les programmes d’e´va-
luation (straight-line programs en anglais). C’est l’occasion d’introduire
quelques mesures de complexite´ pour ces algorithmes.
Dans la section 3.2 nous introduisons l’e´limination des divisions selon
la me´thode de Strassen et nous e´tablissons quelques uns des re´sultats les
plus importants qui la concernent.
Dans la section 3.3 nous donnons une me´thode qui transforme un cir-
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cuit arithme´tique Γ qui calcule une fraction rationnelle f en un circuit
arithme´tique Γ′ de taille comparable (la taille est multiplie´e par au plus
5), qui calcule a` la fois la fonction f et toutes ses de´rive´es partielles.
3.1 Circuits arithme´tiques et programmes d’e´va-
luation
Un circuit arithme´tique constitue une fac¸on naturelle et simple de
repre´senter les calculs alge´briques dans un anneau arbitraire, dans le
cas ou` un algorithme n’utilise pas d’instructions de branchements, et
uniquement des boucles du type
pour i de m a` n faire . . . fin pour.
Si la taille de l’entre´e est fixe´e, ces boucles peuvent eˆtre (( mises a` plat ))
et on obtient un programme dont les seules instructions sont des affec-
tations.
La plupart des algorithmes pre´sente´s dans le chapitre 2 sont de ce
type et donnent donc lieu, lorsque les dimensions des matrices sont fixe´es,
a` des programmes d’e´valuation.
3.1.1 Quelques de´finitions
Par exemple l’ide´e d’un circuit arithme´tique est donne´e par le calcul
du de´terminant d’une matrice carre´e par l’algorithme du pivot de Gauss
simplifie´, dans le cas des matrices fortement re´gulie`res, pour des matrices
de taille fixe´e. Le calcul est alors toujours exactement le meˆme et peut
eˆtre repre´sente´ comme une suite d’affectations qu’on peut disposer se´-
quentiellement ou dessiner au moyen d’un graphe plan.
Par exemple pour une matrice 4 × 4, en donnant un nom diffe´rent
a` chaque re´sultat de calcul e´le´mentaire (addition, soustraction, multi-
plication ou division), et en reprenant la notation a
[k]
ij introduite a` la
section 2.1, on obtient la mise a` plat sous la forme du programme d’e´va-
luation 3.1 page ci-contre dans lequel toutes les affectations situe´es a` une
meˆme profondeur peuvent en principe eˆtre exe´cute´es simultane´ment.
Pour une profondeur donne´e, les calculs sont faits avec des varia-
bles de´finies aux e´tages pre´ce´dents. Ce calcul comprend 37 ope´rations
arithme´tiques, et sa profondeur est e´gale a` 10, sa largeur est e´gale a` 9.
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Programme d’e´valuation 3.1 Calcul du de´terminant et de la
LU-de´composition d’une matrice carre´e d’ordre 4 par la me´-
thode du pivot de Gauss (sans recherche de pivot).
Entre´e : Une matrice A = (aij) ∈ K4×4 a` coefficients dans un corps K.
Sortie : Les coefficients lij en dessous de la diagonale de la matrice L, les
coefficients uij = a
[i−1]
ij (j ≥ i) de la matrice U , le de´terminant d4 de A.
De´but
profondeur 1 : Traitement du premier pivot
l21 := a21/a11 ; l31 := a31/a11 ; l41 := a41/a11
profondeur 2 : largeur 9
b
[1]
22 := l21 a12 ; b
[1]
23 := l21 a13 ; b
[1]
24 := l21 a14 ;
b
[1]
32 := l31 a12 ; b
[1]
33 := l31 a13 ; b
[1]
34 := l31 a14 ;
b
[1]
42 := l41 a12 ; b
[1]
43 := l41 a13 ; b
[1]
44 := l31 a44
profondeur 3 : largeur 9
a
[1]
22 := a22 − b[1]22 ; a[1]23 := a23 − b[1]23 ; a[1]24 := a24 − b[1]24 ;
a
[1]
32 := a32 − b[1]32 ; a[1]33 := a33 − b[1]33 ; a[1]34 := a33 − b[1]34 ;
a
[1]
42 := a42 − b[1]42 ; a[1]43 := a43 − b[1]43 ; a[1]44 := a43 − b[1]44
profondeur 4 : Traitement du deuxie`me pivot
l32 := a
[1]
32/a
[1]
22 ; l42 := a
[1]
42/a
[1]
22 ; d2 := a11a
[1]
22
profondeur 5 : largeur 4
b
[2]
33 := l32 a
[1]
23 ; b
[2]
34 := l32 a
[1]
24 ;
b
[2]
43 := l42 a
[1]
23 ; b
[2]
44 := l42 a
[1]
24
profondeur 6 : largeur 4
a
[2]
33 := a
[1]
33 − b[2]33 ; a[2]34 := a[1]34 − b[2]34 ;
a
[2]
43 := a
[1]
43 − b[2]43 ; a[2]44 := a[1]44 − b[2]44
profondeur 7 : Traitement du troisie`me pivot
l43 := a
[2]
43/a
[2]
33 ; l44 := a
[2]
44/a
[2]
33 ; d3 := d2 a
[2]
33
profondeur 8 :
b
[3]
44 := l43 a
[2]
44
profondeur 9 :
a
[3]
44 := a
[2]
44 − b[3]44
profondeur 10 :
d4 := d3 a
[3]
44
Fin.
Plus ge´ne´ralement.
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De´finition 3.1.1 Un programme d’e´valuation arithme´tique P sans di-
vision (resp. avec division) avec constantes dans C, ou` C est une partie
(code´e) d’un anneau A ou d’un corps K, est la donne´e :
— d’un ensemble de variables xp,u ou` p est un entier ≥ 0 donnant la
profondeur de la variable et (p, u) est l’identificateur de la variable,
— d’une suite d’instructions d’affectations de l’un des types suivants :
– xp,u := a ◦ b ou` a et b de´signent ou bien une variable xq,u
avec q < p ou bien une constante c ∈ C, et ◦ ∈ {+,−,×} (resp.
◦ ∈ {+,−,×, /}).
– xp,u := a (avec les meˆmes conventions pour a).
Mises a` part les variables x0,u qui sont les entre´es du programmes d’e´va-
luation, toutes les variables xp,u sont affecte´es exactement une fois dans
le programme. Ce sont les variables d’affectation du programme.
Les constantes sont conside´re´es comme de profondeur nulle. En conse´-
quence on note prof(a) = 0 si a ∈ C et prof(xp,u) = p.
Quelques commentaires sur cette de´finition.
Dans le cas d’un programme d’e´valuation avec divisions, l’e´valuation
peut e´chouer pour certaines valeurs des variables d’entre´e dans le corps
K. Souvent l’ensemble C est vide ou re´duit a` {0, 1}. Le programme
peut alors eˆtre e´value´ sur un corps arbitraire (sur un anneau arbitraire
s’il est sans division).
Naturellement, tous les identificateurs doivent eˆtre distincts. Les af-
fectations du type xp,u := a sont pre´vues uniquement pour le cas ou` on
de´sire respecter certaines contraintes dans une gestion pre´cise des e´tapes
paralle`les.
Ordinairement, on demande que dans une affectation xp,u := a ◦ b
on ait prof(xp,u) = 1 + max(prof(a),prof(b)) et dans une affectation
xp,u := a on ait prof(xp,u) = 1 + prof(a). On peut aussi demander que
dans une affectation xp,u := a ◦ b on ait
a ∈ C ou p = 1 + prof(a), et b ∈ C ou p = 1 + prof(b).
Le texte du programme d’e´valuation doit normalement pre´ciser quel-
les sont les variables repre´sentant les sorties. Mais on peut demander
que les sorties soient exclusivement les variables de profondeur maxi-
mum. On peut demander aussi que toute variable de profondeur non
maximum soit utilise´e.
Remarque 3.1.2 De manie`re plus ge´ne´rale, un programme d’e´valua-
tion peut eˆtre de´fini pour n’importe quel type de structure alge´brique,
une fois qu’ont e´te´ pre´cise´s les ope´rateurs de base dans la structure,
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qui peuvent eˆtre de n’importe quelle arite´. Par exemple un program-
me d’e´valuation boole´en correspond a` la structure d’alge`bre de Boole
avec les ope´rateurs boole´ens usuels. Autre exemple, dans les anneaux
commutatifs, on peut de´finir une notion de programme d’e´valuation avec
de´terminants si on introduit en tant qu’ope´rateurs de base les detn
comme ope´rations d’arite´ n2 qui donnent le de´terminant d’une matrice
n× n en fonction de ses entre´es.
De´finition 3.1.3 Nous utiliserons la terminologie suivante concernant
les programmes d’e´valuation :
– Le nombre des entre´es dans un programme d’e´valuation est en ge´-
ne´ral controˆle´ par un ou plusieurs parame`tres qu’on appelle les pa-
rame`tres d’entre´e du programme. Par exemple, dans un program-
me d’e´valuation qui calcule le produit de deux matrices n× n, on
prend l’entier n comme parame`tre d’entre´e et dans un programme
d’e´valuation associe´ a` la re´solution d’un syste`me de m e´quations
polynomiales a` n inde´termine´es, de degre´ maximum d, e´crites en
repre´sentation dense 1, les parame`tres d’entre´e sont m,n, d.
– Dans une affectation du type xp,u := a ◦ b, a et b sont les ante´-
ce´dents de xp,u.
– La profondeur du programme d’e´valuation est la profondeur maxi-
mum de ses variables d’affectation ; note´e prof(P ), elle correspond
au nombre d’e´tapes paralle`les du programme d’e´valuation P .
– La taille ou longueur du programme d’e´valuation de´signera le nombre
total de toutes les ope´rations arithme´tiques, c’est-a`-dire les affec-
tations du type xp,u := a ◦ b.
– Pour chaque e´tape p (1 ≤ p ≤ prof(P )), on conside`re le nombre τp
d’ope´rations effectue´es durant cette e´tape. On appelle largeur du
programme d’e´valuation le plus grand de ces nombres , c’est-a`-dire
max {τp | 1 ≤ p ≤ prof(P )}.
– Lors de l’e´valuation d’un programme d’e´valuation arithme´tique sur
un anneau ou sur un corps dont les e´le´ments sont code´s, les entre´es
xi ont a priori n’importe quelle taille tandis que les constantes du
programme ont une taille fixe´e une fois pour toutes. Du point de
vue du calcul concret sur des objets code´s, on est donc souvent en
1. Un polynoˆme est code´ en repre´sentation dense lorsque le codage donne la liste
de tous les coefficients des monoˆmes en dessous d’un degre´ donne´, dans un ordre
convenu. Il est code´ en repre´sentation creuse lorsque le codage donne la liste des
paires (am,m) ou` m code un monoˆme (par exemple x
2y3z5 peut eˆtre code´ par
(2, 3, 5) et am son coefficient (non nul) dans le polynoˆme.
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droit d’estimer que seules importent vraiment les affectations sans
scalaires, c’est-a`-dire celles du type xp,u := a±b et xp,u := a×b ou
aucun des deux ante´ce´dents n’est une constante, ainsi que xp,u :=
a/b ou` b n’est pas une constante. Ceci donne lieu aux notions de
longueur stricte et de profondeur stricte, dans lesquelles seules
sont prises en compte les affectations sans scalaires. Une multipli-
cation ou division sans scalaire dans un programme d’e´valuation
arithme´tique est encore dite essentielle.
– Variation sur le the`me pre´ce´dent. Dans la mesure ou` on consie`re
que les additions ainsi que les multiplications ou divisions par
des constantes sont relativement peu couˆteuses (ou e´ventuellement
pour des raisons plus profondes d’ordre the´orique) on est inte´resse´
par la longueur multiplicative d’un programme d’e´valuation et par
sa profondeur multiplicative qui sont de´finies comme la longueur
et la profondeur mais en ne tenant compte que des multiplications
et divisions essentielles.
Par exemple le programme d’e´valuation 3.1 a une profondeur multi-
plicative e´gale a` 6 et une largeur multiplicative e´gale a` 9.
3.1.2 Circuit arithme´tique vu comme un graphe
On peut e´galement repre´senter un programme d’e´valuation sous forme
d’un dessin plan. Par exemple pour le calcul du de´terminant par l’algo-
rithme du pivot de Gauss avec une matrice fortement re´gulie`re 3 × 3,
on peut le repre´senter par le dessin du circuit 3.2 page suivante.
Pour une matrice n × n, on obtiendra un circuit de profondeur 3n − 2
avec un nombre de portes, en tenant compte des n − 1 affectations
dp := dp−1 a
[p−1]
pp (2 ≤ p ≤ n) qui donnent les mineurs principaux
dominants de la matrice, e´gal a` :
(n− 1) +
∑n−1
k=1
k (2k + 1) =
1
6
(n− 1) (4n2 + n+ 6) .
Si on veut formaliser ce genre de dessin qui visualise bien la situation,
on peut adopter la de´finition suivante.
De´finition 3.1.4 Un circuit arithme´tique avec divisions (resp. sans
division) (( avec constantes dans C )), ou` C est une partie (code´e) d’un
anneau A ou d’un corps K, est un graphe acyclique oriente´ et e´tiquete´,
chaque nœud qui n’est pas une porte d’entre´e ayant exactement deux
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[0]
3,3a
[0]
2,3a
[0]
1,3a
[0]
3,2a
[0]
3,1a
[0]
2,1a
[0]
1,1a
[0]
2,2a
[0]
1,2a
[1]
3,3a
[2]
3,3a
[1]
2,2a[1]
2,3a
[1]
3,2a
[1]
3,2b[1]2,3b
[1]
3,3b [1]
2,2b
[2]
3,3b
2,1l3,1l
3,2l
3d
2d
( : division ; ⊗ : multiplication ; 	 : soustraction)
Pour la division et la soustraction
le brin entrant gauche repre´sente le premier terme de l’ope´ration
Circuit 3.2: Pivot de Gauss simplifie´ pour une matrice 3× 3
ante´ce´dents. Le circuit est e´tiquete´ de la manie`re suivante :
— chaque porte d’entre´e est e´tiquete´e par un triplet (0, n, c) ou` 0 est
la profondeur, (0, n) est le nom qui identifie le nœud et c ∈ {x} ∪ C
(avec x /∈ C). Ici un triplet (0, n, x) repre´sente la variable xn et un
triplet (0, n, c) avec c ∈ C repre´sente l’e´le´ment (code´ par) c de A.
— chaque nœud interne et chaque porte de sortie est e´tiquete´ par un
triplet (m,n, ◦) ou` m est sa profondeur, (m,n) est son identificateur,
et ◦ ∈ {+,−,×, /} (resp. ◦ ∈ {+,−,×}) de´signe une ope´ration arith-
me´tique.
— enfin, dans le cas des ope´rateurs / et − (et dans le cas de l’ope´rateur
× si le circuit est destine´ a` eˆtre e´value´ dans un anneau non commuta-
tif) il faut e´tiqueter de manie`re a` les distinguer (gauche, droite) les deux
arcs qui aboutissent a` un nœud correspondant a` cet ope´rateur.
— les portes de sortie correspondant aux re´sultats du calcul sont spe´cifie´es
par une marque distinctive dans leur identificateur.
En fait, dans toute la suite, nous utiliserons indiffe´remment (( cir-
cuit arithme´tique )) et (( programme d’e´valuation arithme´tique )), tout
en sous-entendant que, pour ce qui est du codage, nous choisissons tou-
jours un codage correspondant a` la de´finition d’un programme d’e´va-
luation arithme´tique. De la meˆme manie`re, nous conside´rerons comme
118 3. Circuits arithme´tiques
synonymes programme d’e´valuation boole´en et circuit boole´en.
Dans un circuit arithme´tique on peut interpre´ter chaque nœud com-
me repre´sentant un polynoˆme de A [(xi)i∈I ] ou K [(xi)i∈I ] (dans le cas
sans division) ou une fraction rationnelle de K((xi)i∈I) (dans le cas avec
division).
3.1.3 Circuits arithme´tiques homoge`nes
De´finition 3.1.5 On appelle circuit arithme´tique homoge`ne un circuit
arithme´tique sans division dont tous les noeuds repre´sentent des polynoˆ-
mes homoge`nes et qui a la structure suivante.
– Les polynoˆmes de degre´ d sont calcule´s apre`s ceux de degre´s stric-
tement infe´rieurs.
– Le calcul des polynoˆmes de degre´ d se fait en deux phases. Dans
la premie`re phase, en une seule e´tape paralle`le, on effectue des
produits de polynoˆmes pre´ce´demment calcule´s (de degre´s d′ < d
et d − d′). Dans la deuxie`me phase on calcule des combinaisons
line´aires des pre´ce´dents.
Proposition 3.1.6 Tout circuit arithme´tique sans division qui calcule
une famille de polynoˆmes de degre´ ≤ d peut eˆtre re´organise´ en un cir-
cuit arithme´tique homoge`ne qui calcule toutes les composantes homoge`-
nes des polynoˆmes en sortie. Le circuit arithme´tique homoge`ne obtenu
est de profondeur multiplicative d− 1. Par rapport au circuit initial, la
profondeur a e´te´ multiplie´e par O(log d), la longueur multiplicative a
e´te´ au plus multiplie´e par d(d− 1)/2, et la longueur totale a e´te´ au plus
multiplie´e par (d+ 1)2.
Preuve. Chaque noeud yj du circuit initial repre´sente un polynoˆme en
les entre´es xi qu’on de´compose en somme de composantes homoge`nes.
yj := y
[0]
j + y
[1]
j + · · ·+ y[d]j + des composantes sans importance
On analyse alors le calcul qui est fait sur les composantes homoge`nes de
degre´ ≤ d.
Lorsqu’on a dans le circuit arithme´tique original une affectation cor-
respondant a` une addition y` := yh + yk on obtient sur les composan-
tes homoge`nes au plus d + 1 additions qui peuvent eˆtre exe´cute´es en
dlog(d+ 1)e e´tapes paralle`les.
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Lorsqu’on a dans le circuit arithme´tique original une affectation corres-
pondant a` une multiplication essentielle y` := yh yk on obtient
y
[0]
` = y
[0]
h y
[0]
k
y
[1]
` = y
[0]
h y
[1]
k + y
[1]
h y
[0]
k
y
[2]
` = y
[0]
h y
[2]
k + y
[1]
h y
[1]
k + y
[2]
h y
[0]
k
...
...
...
y
[d]
` = y
[0]
h y
[d]
k + y
[d−1]
h y
[1]
k + · · ·+ y[d]h y[0]k
ce qui correspond a` (au plus) d(d − 1)/2 multiplications essentielles
entre les composantes homoge`nes, 2d + 1 multiplications scalaires, et
d(d+ 1)/2 additions, soit (d+ 1)2 ope´rations arithme´tiques en tout.
Par ailleurs on peut re´organiser l’ensemble du calcul de manie`re que tous
les polynoˆmes homoge`nes de degre´ k soient calcule´s apre`s ceux de degre´
< k. uunionsq
3.1.4 Le proble`me des divisions dans les circuits arithme´-
tiques
Certains circuits arithme´tiques avec division comportent une division
par une fraction rationnelle identiquement nulle, et ne repre´sentent plus
aucun calcul raisonnable. Implicitement on suppose toujours qu’on n’est
pas dans ce cas.
Le cas de l’algorithme de Jordan-Bareiss sans recherche de pivot est
un peu plus subtil. Il correspond a` un circuit arithme´tique (( avec divi-
sions exactes )), c’est-a`-dire que, lorsqu’on le regarde comme produisant
a` chaque porte un e´le´ment du corps des fractions rationnelles, on reste
en fait toujours dans l’anneau des polynoˆmes : les divisions ont toujours
pour re´sultat un polynoˆme et non une fraction rationnelle.
Si les portes de sortie d’un circuit arithme´tique sont des polynoˆmes
(en les entre´es) il est a priori pre´fe´rable que le circuit soit sans division.
Il pourra en effet eˆtre e´value´ dans n’importe quel anneau.
Dans le cas d’un circuit avec divisions e´value´ dans un corps, il se
peut que certaines divisions soient impossibles, non parce qu’on doit
diviser par une fraction rationnelle identiquement nulle, mais parce que
les valeurs des xi annulent la fraction rationnelle du de´nominateur. C’est
encore une raison qui fait qu’on pre´fe`re les circuits sans divisions.
Une autre raison est que si le corps K est de caracte´ristique nulle ou
s’il contient des e´le´ments transcendants, l’addition de deux fractions est
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une affaire bien encombrante. L’addition dans Q par exemple, re´clame,
dans Z tout d’abord 3 multiplications et une addition, suivies d’une
simplification de fraction, qui re´clame un calcul de pgcd, donc les di-
visions successives de l’algorithme d’Euclide. Ainsi, lorsque les entre´es
sont dans Z par exemple, on pre´fe`re que tout le calcul reste dans Z.
Si on essaie d’e´valuer un circuit avec divisions dans un anneau arbi-
traire A, la situation est encore un peu complique´e. Toute division par
un diviseur de ze´ro est impossible. Et si on divise par un non diviseur
de ze´ro, on se retrouve naturellement dans l’anneau total des fractions
de A, de´fini de la meˆme manie`re que le corps des fractions d’un an-
neau inte`gre, mais en autorisant comme de´nominateurs uniquement des
non diviseurs de ze´ro dans A. Naturellement, les calculs dans ce nouvel
anneau A′ sont nettement plus complique´s que ceux dans A (cf. la
discussion a` propos de la me´thode du pivot dans Q.)
La profondeur d’un circuit est un parame`tre pertinent a` plus d’un
titre. Tout d’abord, la profondeur repre´sente en quelque sorte le (( temps
de calcul paralle`le )) si on donne une unite´ de temps pour chaque ope´-
ration arithme´tique et si on dispose de suffisamment de (( processeurs ))
entre lesquels on re´partit les calculs a` faire. Ensuite, la profondeur per-
met un controˆle de la taille des objets interme´diaires lorsque le calcul
est effectue´ comme une e´valuation par exemple dans Z, Q, ou Q(x, y).
Grosso modo, la taille double au maximum lorsque la profondeur aug-
mente de 1. Dans le cas des circuits sans divisions e´value´s par exemple
dans Z ou Z[x, y] la profondeur multiplicative est de loin la plus im-
portante pour le controˆle de la taille des objets interme´diaires.
Tout ceci a conduit a` attacher une importance toute particulie`re aux
circuits sans division et de faible profondeur.
3.2 E´limination des divisions a` la Strassen
Lorqu’on dispose d’une proce´dure utilisant les divisions dans le corps
des fractions rationnelles pour calculer un polynoˆme de degre´ de´termine´
a` coefficients dans un anneau inte`gre, une technique de Strassen ([87])
base´e sur une ide´e tre`s simple permet d’e´liminer toutes les divisions dans
cette proce´dure.
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3.2.1 Le principe ge´ne´ral
L’ide´e de base est que la division par un polynoˆme de la forme (1−u)
ou` u = u((xi)) peut eˆtre remplace´e par le produit par la se´rie formelle
1 + u+ · · ·+ um + · · ·
a` condition d’eˆtre dans une situation ou` on sait qu’on peut ne conside´rer
qu’une partie finie bien controˆle´e des se´ries formelles en jeu.
Nous allons expliquer cette ide´e fondamentale sur l’exemple du calcul
du de´terminant d’une matrice carre´e A par l’algorithme du pivot de
Gauss simplifie´ (c’est-a`-dire sans recherche de pivot) mis sous forme
d’un circuit arithme´tique pour les matrices n× n pour une valeur fixe´e
de n. On conside`re ce circuit comme un programme d’e´valuation dans
un anneau arbitraire A (on peut se limiter au sous-anneau engendre´ par
les coefficients de la matrice, ou plutoˆt a` l’anneau total des fractions de
ce sous-anneau). Naturellement un obstacle apparaˆıt e´ventuellement lors
d’une affectation vh := vk/v` si v` est diviseur de ze´ro. Il y a cependant
des cas ou` cet obstacle n’apparaˆıt pas du tout, le plus simple est celui
ou` la matrice de de´part est e´gale a` In : toutes les divisions se font par
1 ! Cette remarque d’apparence anodine est cependant la cle´ de l’e´limi-
nation des divisions. En effet, il suffit de faire le changement de variable
F := A − In et de de´cider d’e´valuer le circuit pour l’entre´e In + zF ,
ou` z est une nouvelle variable, dans l’anneau A[z]/〈zn+1〉 : l’anneau
des de´veloppements limite´s a` l’ordre n a` coefficients dans A, que nous
noterons souvent An.
Quelle que soit la matrice F a` coefficients dans A prise en entre´e,
chaque nœud v` intervenant dans une division est maintenant un de´ve-
loppement limite´ du type
v` = 1 + c`,1z + · · ·+ c`,nzn, (c`,1, . . . , c`,n ∈ A)
c’est-a`-dire un e´le´ment inversible de An = A[z]
/〈
zn+1
〉
. A la fin du
calcul on re´cupe`re donc det(In + zF ) dans An, c’est-a`-dire en fait : on
re´cupe`re det(In + zF ) dans A[z]( 2). Et il suffit de faire z = 1 pour
2. Dans le cas pre´sent, il serait donc plus astucieux, d’appliquer la proce´dure avec
la matrice A a` la place de la matrice F , car on obtient ici a` tre`s peu pre`s le polynoˆ-
me caracte´ristique de F . Dans le cas pre´sent la proce´dure d’e´limination des divisions
est donc tre`s proche de la me´thode de Jordan-Bareiss modifie´e. Cette dernie`re est
cependant un peu plus simple, car dans la me´thode de Strassen on manipule tre`s
rapidement des polynoˆmes de degre´ n (l’ordre de la matrice). Pour terminer notons
que c’est un fait d’expe´rience assez curieux que les proce´dures (( rapides )) de calcul
sans division du de´terminant passent toutes par le calcul du polynoˆme caracte´ristique.
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obtenir det(A). En fait la division dans An d’un e´le´ment a(z) par un
e´le´ment inversible b(z) = 1−zu(z) ne ne´cessite que des additions et mul-
tiplications dans An : on peut en effet faire une division en puissances
croissantes de a(z) par b(z) jusqu’a` l’ordre n en z. On peut e´galement
invoquer la formule (valable dans An)
(1− zu(z))−1 = (1−w)−1 = (1 +w)(1 +w2)(1 +w4) · · · (1 +w2k) (3.1)
si 2k+1 ≥ n+ 1 (il suffit de prendre k = dlog (n+ 1)e − 1).
Ainsi toutes les affectations (correspondant a` l’e´valuation du circuit)
dans An se rame`nent a` des additions et multiplications de polynoˆmes
tronque´s, c’est-a`-dire encore a` des additions et multiplications dans A.
Le the´ore`me suivant est maintenant clair :
The´ore`me 3.1 La proce´dure d’e´limination des divisions de Strassen
peut eˆtre applique´e a` tout circuit arithme´tique pourvu qu’on soit dans le
cas suivant : on connaˆıt un point (ξ1, . . . , ξn) de (( l’espace des entre´es ))
tel que, lorsque le circuit est e´value´ en ce point, toutes les divisions qui
doivent eˆtre exe´cute´es le sont par des e´le´ments inversibles de l’anneau
de base (on rajoute alors ces e´le´ments et leurs inverses a` l’ensemble des
constantes C du circuit).
En particulier l’e´limination des divisions est toujours possible si l’anneau
de base est un corps infini.
De´finition 3.2.1 E´liminer les divisions (a` la Strassen) dans un circuit
arithme´tique a` partir du point (ξ1, . . . , ξn), c’est lui appliquer la pro-
ce´dure d’e´limination des divisions de Strassen en utilisant (ξ1, . . . , ξn)
comme point en lequel le circuit est e´value´ sans divisions. Nous appelle-
rons ce point le centre d’e´limination des divisions.
Sur un corps infini, l’existence d’un centre d’e´limination des divisions
pour un circuit arithme´tique re´sulte du fait qu’on peut toujours e´viter
l’ensemble des ze´ros d’une famille finie de polynoˆmes non (formellement)
nuls : leur produit est un polynoˆme non formellement nul et un tel po-
lynoˆme de´finit une fonction non identiquement nulle sur Kn (n est le
nombre de variables) si K est infini.
Un exemple d’e´limination des divisions
Donnons a` titre d’exemple le re´sultat de l’e´limination des divisions
pour l’algorithme du pivot de Gauss simplifie´, dans le cas n = 3, pour
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une matrice I3 +zF . Le circuit initial est donne´ par le programme d’e´va-
luation 3.3.
Programme d’e´valuation 3.3 Calcul du de´terminant de la ma-
trice carre´e I3 + zF par la me´thode du pivot de Gauss.
Entre´e : Les coefficients fij de la matrice F dans un anneau commutatif
arbitraire A.
Sortie : Le de´terminant d3 = det(I3 + zF ). Le calcul est correct si on se
situe dans un anneau B contenant z et A et dans lequel tous les e´le´ments
de la forme 1 + zb sont inversibles. Les ope´rations arithme´tiques de ce pro-
gramme d’e´valuation sont effectue´es dans B. Notez que les coefficients de
I3 + zF sont les e´le´ments zfij pour i 6= j et les e´le´ments (1 + zfii) pour
i = j.
De´but
profondeur 1 : Traitement du premier pivot
l21 := z f 21/(1 + zf 11) ; l31 := z f 31/(1 + zf 11)
profondeur 2 :
b
[1]
22 := l21 z f 12 ; b
[1]
23 := l21 z f 13 ;
b
[1]
32 := l31 z f 12 ; b
[1]
33 := l31 z f 13
profondeur 3 :
f
[1]
22 := z f 22 − b[1]22 ; f [1]23 := z f 23 − b[1]23 ;
f
[1]
32 := z f 32 − b[1]32 ; f [1]33 := z f 33 − b[1]33
profondeur 4 : Traitement du deuxie`me pivot
l32 := f
[1]
32/(1 + f
[1]
22) ; d2 := (1 + z f 11) (1 + f
[1]
22)
profondeur 5 :
b
[2]
33 := l32 f
[1]
23
profondeur 6 :
f
[2]
33 := f
[1]
33 − b[2]33
profondeur 7 :
d3 := d2 (1 + f
[2]
33)
Fin.
Pour passer de l’ancien circuit (programme d’e´valuation 3.3) au nou-
veau (programme d’e´valuation 3.4 page suivante), chaque porte yij ou
di (sauf les portes d’entre´e) a e´te´ remplace´e par les portes yijk ou dik,
avec k = 0, . . . , 3, qui donnent les quatre premiers coefficients de la
se´rie formelle en z.
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Dans l’algorithme transforme´ 3.4, nous n’avons pas e´crit les portes
nulles (pour les bas degre´s) et nous n’avons pas mentionne´ les yijk qu’il
est inutile d’e´valuer pour obtenir le re´sultat final.
Il faut remarquer que pour le de´terminant et meˆme le polynoˆme ca-
racte´ristique des matrices 3× 3, les formules directes sont bien entendu
pre´fe´rables.
Programme d’e´valuation 3.4 Calcul du de´terminant d’une ma-
trice carre´e F par la me´thode du pivot de Gauss apre`s e´limi-
nation des divisions a` la Strassen.
Entre´e : Les coefficients fij de la matrice F dans un anneau commutatif
arbitraire.
Sortie : Le de´terminant det(F ). En fait, on calcule meˆme d3 = det(I3 +
zF ) = 1+d31z+d32z
2 +d33z
3. L’algorithme fonctionne (( en ligne droite ))
et sans aucune hypothe`se restrictive. Les ope´rations arithme´tiques de ce
programme d’e´valuation sont effectue´es dans A.
De´but
Renommages : l211 = f21, l311 = f31, f
[1]
221 = f22, f
[1]
231 = f23,
l321 = f
[1]
321 = f32, f
[1]
331 = f33.
profondeur 1 : Traitement du premier pivot
l212 := −f21 f11 ; l312 := −f31 f11 ; d21 := f11 + f22
profondeur 2 :
f
[1]
222 := −l211 f12 ; f [1]232 := −l211 f13 ;
f
[1]
322 := −l311 f12 ; f [1]332 := −l311 f13 ; f [1]333 := −l312 f13
profondeur 3 :
d22 := f11 f
[1]
221 + f
[1]
222
profondeur 4 : Traitement du deuxie`me pivot
l322 := f
[1]
322 − f [1]221 f [1]321
profondeur 6 :
b
[2]
332 := l321 f
[1]
231 ; b
[2]
333 := l321 f
[1]
232 + l322 f
[1]
231
profondeur 7 :
f
[2]
331 := f
[1]
331 ; f
[2]
332 := f
[1]
332 − b[2]332 ; f [2]333 := f [1]333 − b[2]333
profondeur 8 :
d31 := d21 + f
[2]
331
profondeur 9 :
d32 := d22 + d21 f
[2]
331 + f
[2]
332 ; d33 := d22 f
[2]
331 + d21 f
[2]
332 + f
[2]
333
Fin.
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3.2.2 Couˆt de l’e´limination des divisions
Quel est le couˆt de la transformation d’un circuit avec division en
un circuit sans division, lorsque les sorties sont des polynoˆmes de degre´
≤ n en les entre´es ?
Tout d’abord si on utilise les algorithmes usuels pour les ope´rations
arithme´tiques dans An, la taille du circuit sera en gros multiplie´e par n2
(ce qui fait qu’on reste dans le cadre des circuits de taille polynomiale).
Par exemple le produit de deux e´le´ments de An re´clame (n+1)(n+2)/2
multiplications et n (n+ 1)/2 additions, tandis que la division de a(z)
par 1−zu(z) ne´cessite n (n+1)/2 multiplications et autant d’additions
si on effectue la division en puissance croissante.
Si on applique ces constatations dans le cas du calcul du de´termi-
nant (et du polynoˆme caracte´ristique par la meˆme occasion) d’une ma-
trice carre´e par e´limination des divisions dans l’algorithme du pivot de
Gauss comme nous l’avons vu a` la section 3.2.1, on trouve une taille de
circuit e´quivalente a`
∑n−1
k=1 n
2 (n − k)2 c’est-a`-dire un 13 n5 +O(n4), a`
comparer au 110 n
5 +O(n4) que nous avons obtenu pour l’algorithme de
Jordan-Bareiss modifie´.
Notons aussi que la multiplication dans An par l’algorithme usuel
se fait naturellement en profondeur O(log n) tandis que la division par
puissance croissante est en profondeur O(n log n). On peut pallier ce
dernier inconve´nient en utilisant la formule (3.1) qui donne un circuit
de taille O(n2 log n) et de profondeur O(log2 n).
Il existe par ailleurs des proce´dures de multiplication rapide pour
les polynoˆmes : les ope´rations arithme´tiques +,−,× et division par un
e´le´ment f ve´rifiant f(0) = 1 dans An peuvent eˆtre exe´cute´es par des
circuits de taille O(n log n log logn) et de profondeur O(log n) (voir
[13] et, infra, le the´ore`me 6.2 page 182).
Plus ge´ne´ralement nous utiliserons la notation suivante.
Notation 3.2.2 Pour un anneau A fixe´ par le contexte, nous noterons
µP (n) le nombre d’ope´rations arithme´tiques ne´cessaires pour la multi-
plication de deux polynoˆmes de degre´ n en profondeur O(log n).
Strassen obtient alors pre´cise´ment le re´sultat suivant :
The´ore`me 3.2 Lorsqu’on e´limine les divisions a` la Strassen pour l’e´va-
luation d’une famille de polynoˆmes de degre´s ≤ n la profondeur du cir-
cuit est multiplie´e par O(log n) et sa taille par O(µP (n)).
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Notons aussi le re´sultat suivant simple et inte´ressant concernant les
circuits arithme´tiques qui e´valuent des familles de polynoˆmes du second
degre´.
Proposition 3.2.3 Lorsqu’on e´limine les divisions a` la Strassen pour
l’e´valuation d’une famille de polynoˆmes de degre´ ≤ 2, la longueur mul-
tiplicative du circuit arithme´tique est inchange´e.
Preuve. Lorsqu’on applique la proce´dure d’e´limination des divisions,
supposons qu’on ait f = f0 + zf1 + z
2f2, et g = g0 + zg1 + z
2g2 dans
l’anneau des de´veloppements limite´s a` l’ordre 2 en z sur A [(xi)] (ici
on suppose sans perte de ge´ne´ralite´ que (0, . . . , 0) est le centre d’e´li-
mination des divisions et donc que les fj et gj sont homoge`nes de
degre´ j en les entre´es xi). On obtient pour le produit h = fg modulo
z3, h = h0 + zh1 + z
2h2 avec h0 = f0g0, h1 = f1g0 + f0g1 et h2 =
f2g0 + f1g1 + f0g2 avec la seule multiplication essentielle f1g1 puisque
f0 et g0 sont des constantes. Et on a un calcul analogue pour k = f/g.
k0 = f0/g0, k1 = f1/g0 − g1(f0/g20) et k2 = f2/g0 − k1g1/g0 − g2k0/g0
avec la seule multiplication essentielle k1g1. uunionsq
On pourrait ge´ne´raliser avec un circuit arithme´tique calculant une
famille de polynoˆmes de degre´s ≤ d.
3.3 Calcul de toutes les de´rive´es partielles d’un
polynoˆme ou d’une fraction rationnelle
Nous donnons une me´thode pour transformer un circuit arithme´ti-
que Γ qui calcule une fraction rationnelle f en un circuit arithme´tique
Γ′ de taille comparable (la taille est multiplie´e par au plus 5), qui calcule
a` la fois la fonction f et toutes ses de´rive´es partielles.
Si le circuit arithme´tique Γ est sans division, il en est de meˆme pour
Γ′. La me´thode est due a` Baur & Strassen [5]. Nous suivons l’expose´
simple et constructif que Morgenstern en fait dans [72].
Une application importante de ce re´sultat concerne le calcul de l’ad-
jointe d’une matrice avec un couˆt voisin de celui de son de´terminant. En
effet les coefficients bij de la matrice adjointe de A sont donne´s par :
bij = (−1)i+jdet(A ↓ji) = ∂ det(A)
∂ aji
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ou` det(A ↓ji) est le mineur d’ordre n−1 obtenu en supprimant la j e`me
ligne et la ie`me colonne de la matrice A.
Nous montrons le re´sultat par re´currence sur la longueur du pro-
gramme d’e´valuation qui calcule la fonction.
Supposons donc par exemple qu’un polynoˆme f(x1, . . . , xn) soit cal-
cule´ par un programme d’e´valuation Γ sans division de longueur s. On
peut nume´roter xn+1, . . . , xn+s les variables du programme. La variable
xn+1 repre´sente un polynoˆme g(x1, . . . , xn) de l’un des 4 types suivants :
(1) xi + xj , (2) xi×xj , (3) c+ xi, (4) c×xi
avec 1 ≤ i, j ≤ n et c une constante. On a aussi
f(x1, . . . , xn) = f1(x1, . . . , xn, g(x1, . . . , xn))
ou` le polynoˆme f1(x1, . . . , xn, xn+1) est calcule´ par le programme d’e´va-
luation e´vident Γ1 (( extrait )) de Γ et de longueur s− 1.
Par hypothe`se de re´currence f1 et les n+1 de´rive´es partielles de f1
peuvent eˆtre calcule´es par un programme d’e´valuation Γ′1 de longueur
`1 ≤ 5(s− 1).
On conside`re alors les formules qui permettent de calculer les de´rive´es
partielles de f a` partir de celles de f1 dans les 4 cas envisage´s pre´ce´demment :
(1) ∂f/∂xh = ∂f1/∂xh si h 6= i, j,
∂f/∂xi = ∂f1/∂xi + ∂f1/∂xn+1,
∂f/∂xj = ∂f1/∂xj + ∂f1/∂xn+1.
(2) ∂f/∂xh = ∂f1/∂xh si h 6= i, j,
∂f/∂xi = ∂f1/∂xi + xj × ∂f1/∂xn+1,
∂f/∂xj = ∂f1/∂xj + xi× ∂f1/∂xn+1.
(3) ∂f/∂xh = ∂f1/∂xh si h 6= i,
∂f/∂xi = ∂f1/∂xi + ∂f1/∂xn+1.
(4) ∂f/∂xh = ∂f1/∂xh si h 6= i,
∂f/∂xi = ∂f1/∂xi + c× ∂f1/∂xn+1.
C’est le deuxie`me cas qui consomme le plus d’instructions nouvelles :
4 en tout (2 instructions pour calculer ∂f/∂xi et 2 pour ∂f/∂xj). Il
faut par ailleurs rajouter l’instruction qui permet de calculer xn+1 en
fonction des xi pre´ce´dents.
Ceci nous permet donc de construire a` partir de Γ′1 un program-
me d’e´valuation Γ′ pour calculer f et ses n de´rive´es partielles. Ce
programme d’e´valuation Γ′ a une longueur majore´e par
`1 + 1 + 4 ≤ 5(s− 1) + 5 = 5s.
Par ailleurs l’initialisation de la re´currence est imme´diate.
Le cas d’un programme d’e´valuation avec divisions se traite de la
meˆme manie`re et aboutit a` la meˆme majoration.

4. Notions de complexite´
Introduction
Ce chapitre est consacre´ aux notions de complexite´ binaire d’une
part, directement issue de la mode´lisation du travail des ordinateurs,
et de complexite´ arithme´tique d’autre part, en relation avec le nombre
d’ope´rations arithme´tiques exe´cute´es par un algorithme.
Les deux premie`res sections sont consacre´es a` la complexite´ binaire
et constituent une pre´sentation rapide en guise de (( rappels )).
Les trois dernie`res sections de´crivent de manie`re pre´cise la complexi-
te´ arithme´tique des familles de circuits arithme´tiques, elles servent donc
de base de travail pour les calculs de complexite´ de´veloppe´s dans tout
le reste de l’ouvrage.
Dans la section 4.3 nous introduisons les classes importantes de com-
plexite´ arithme´tique SD(f(n), g(n)). Nous discutons le rapport entre
complexite´ arithme´tique (le nombre d’ope´rations arithme´tiques exe´cu-
te´es) et complexite´ binaire (le temps d’exe´cution effectivement utilise´
lorsqu’on travaille avec des entre´es repre´sentant les e´le´ments de l’anneau
A convenablement code´s).
Ceci nous conduit a` la notion de famille uniforme de circuits arith-
me´tiques et aux classes NCk qui sont discute´es dans la section 4.4.
Enfin dans la section 4.5 nous discutons brie`vement un mode`le de
machine paralle`le (les PRAMs) correspondant aux circuits arithme´tiques
et assez proche de la pratique des architectures paralle`les.
4.1 Machines de Turing et Machines a` Acce`s
Direct
Nous donnons ici quelques indications succinctes sur les mode`les de
calcul algorithmique dans lesquels est prise en compte la taille des objets
130 4. Notions de complexite´
a` manipuler. Par exemple le temps utilise´ pour additionner deux entiers
e´crits en base 10 est manifestement du meˆme ordre de grandeur que la
place occupe´e par l’e´criture de ces deux entiers, tandis que l’algorithme
usuel pour la multiplication de deux entiers de tailles k et ` utilise un
temps du meˆme ordre de grandeur que k × `.
Lorsque dans les anne´es 30 des mathe´maticiens et logiciens ont re´fle´-
chi a` la manie`re de de´crire en termes pre´cis ce qu’est un calcul algo-
rithmique, ils ont abouti a` des re´sultats assez varie´s quant a` la forme,
mais identiques quant au fond. Tous les mode`les e´labore´s ont abouti a`
la meˆme notion de (( fonction calculable de N vers N )).
La Machine de Turing abstraite
Cependant, c’est Alan Turing qui a emporte´ la conviction par la
simplicite´ de son mode`le et par son caracte`re vraiment me´canique. Il est
parti de l’ide´e qu’un calcul doit pouvoir eˆtre exe´cute´ par une machine
ide´ale qui, a` l’instar d’un calculateur humain, dispose d’une feuille de
papier et d’un crayon, et proce`de selon une suite d’ope´rations e´le´men-
taires bien re´pertorie´es une fois pour toutes, exe´cute´es conforme´ment
a` un plan de travail de´taille´ ne laissant place a` aucune ambigu¨ite´. Ce
mode`le est base´ sur la notion d’ope´ration e´le´mentaire. Une telle ope´ra-
tion doit eˆtre suffisamment simple pour ne consommer qu’une quantite´
fixe de temps et d’e´nergie. On imagine donc que la machine dispose
d’un alphabet fini fixe´ une fois pour toutes, et qu’une ope´ration e´le´-
mentaire consiste a` lire, e´crire ou effacer une lettre a` un endroit pre´cis
(la feuille de papier doit eˆtre divise´e en cases, par exemple on prend
du papier quadrille´), ou encore a` se de´placer vers une case voisine sur
la feuille de papier. Naturellement on n’autorise qu’un nombre fini de
lettres distinctes. Dans le premier mode`le, Turing utilise une feuille de
papier constitue´e d’une simple succession de cases sur une seule ligne
potentiellement infinie : la bande de la machine de Turing. Par la suite,
il a semble´ plus naturel d’utiliser pour mode`le une Machine de Turing qui
utilise plusieurs bandes pour son travail. Quant au crayon (muni d’une
gomme), il est repre´sente´ par ce qu’il est convenu d’appeler une teˆte de
lecture 1 qui se de´place le long de la bande. Il y a une teˆte de lecture
pour chacune des bandes. Au de´part, certaines bandes doivent contenir
l’entre´e de l’algorithme (convenablement code´e), tandis que les autres
sont entie`rement vides. Lorsque la machine s’arreˆte, on lit le re´sultat a`
1. Il serait plus correct mais plus lourd de parler d’une teˆte de lecture/effa-
c¸age/e´criture.
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un endroit convenu. Une teˆte de lecture est capable de reconnaˆıtre si
la case lue est vide, d’y e´crire alors une lettre, si elle n’est pas vide de
lire la lettre qui s’y trouve et e´ventuellement de l’effacer. Pour plus de
de´tails nous renvoyons a` l’ouvrage [Tur] ou` sont traduits et commente´s
les articles originaux de Turing, ainsi qu’aux ouvrages [Ste] et [BDG].
Le caracte`re tre`s e´le´mentaire du fonctionnement abstrait de la Ma-
chine de Turing en a fait un candidat naturel, non seulement pour les
questions de calculabilite´ the´orique, mais e´galement pour les questions
de complexite´, et en particulier pour la question de l’appre´ciation du
temps et de l’espace ne´cessaires a` l’exe´cution d’un algorithme. Une fois
l’algorithme traduit dans le mode`le de la Machine de Turing, le temps
d’exe´cution est simplement mesure´ par le nombre d’ope´rations e´le´men-
taires qui sont effectue´es avant d’aboutir a` l’arreˆt. L’espace ne´cessaire a`
l’exe´cution est repre´sente´ par le nombre de cases re´ellement utilise´es.
Programmes e´le´mentaires
On peut donner un mode`le e´quivalent a` la machine de Turing en
termes de programmes exe´cutables, sans doute plus parlant pour qui-
conque a de´ja` e´crit un programme informatique. On conside`re des pro-
grammes de nature tre`s simple. Ils sont e´crits en utilisant des variables
entie`res N1, . . . , Nr (les entiers sont suppose´s e´crits en binaire) ou boo-
le´ennes B1, . . . , Bs (∈ {0, 1}). Un (( programme e´le´mentaire )) est une
suite finie d’instructions nume´rote´es de l’un des types suivants :
(A) Affectations
(1) Bj ← Ni mod 2
(2) Ni ← Ni div 2
(3) Ni ← 2Ni +Bj
(4) Bj ← 0
(5) Bj ← 1
(B) Branchements
(1) Direct : aller a` l’instruction no . . .
(2) Conditionnel boole´en : si Bj = 0 aller a` l’instruction n
o . . .
(3) Conditionnel entier : si Ni = 0 aller a` l’instruction n
o . . .
(S) Arreˆt.
Les variables sont toutes initialise´es a` 0 sauf celles qui repre´sentent les
entre´es du programme.
Puisque les entiers sont e´crits en binaire, on voit que chaque affecta-
tion ou branchement peut correspondre a` un travail re´alise´ en consom-
mant un temps et une e´nergie inde´pendantes de l’e´tat des variables.
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Le temps d’exe´cution est donc raisonnablement estime´ comme e´tant le
nombre d’instructions exe´cute´es avant d’aboutir a` l’arreˆt.
Machines a` Acce`s Direct
Comme tout mode`le abstrait, la machine de Turing est une ide´alisa-
tion. Le point le plus contestable est l’hypothe`se implicite selon laquelle
une ope´ration e´le´mentaire est e´quivalente a` une autre quel que soit l’e´tat
de la bande (dans la version Machine) ou des variables (dans la version
programme informatique e´le´mentaire). Une telle conception se heurte a`
des limitations physiques. Elle n’est en tout cas pas conforme a` ce qui
se passe concre`tement dans les ordinateurs actuels.
Alan Turing participa a` l’aventure des premiers ordinateurs. Les or-
dinateurs ont une conception globale qui diffe`re sensiblement de la Ma-
chine de Turing abstraite. Les donne´es ne sont pas traite´es (( la` ou` elles
sont )), comme dans l’image du crayon qui se de´place sur la feuille de
papier, mais elles sont transfe´re´es depuis la pe´riphe´rie (un disque dur
par exemple) vers le centre ou` elles sont traite´es, c’est-a`-dire vers un mi-
croprocesseur, avant d’eˆtre renvoye´es vers la pe´riphe´rie. Ces transferts
permanents prennent d’autant plus de temps que les donne´es sont plus
e´loigne´es et que l’espace ne´cessaire a` leur stockage est plus grand.
Ceci a donne´ lieu a` un autre mode`le de calcul, le mode`le MAD des
Machines a` Acce`s Direct (RAM en version anglaise abre´ge´e), avec de
nombreuses variantes. Dans un mode`le MAD, on doit conside´rer une in-
finite´ potentielle de (( registres )) (correspondant au stockage des donne´es
en me´moire, ou aux cases d’une bande de Machine de Turing). Il serait
logique (mais ce n’est pas en ge´ne´ral l’option choisie), de conside´rer que
chaque registre ne contient qu’une information dont la taille est fixe´e
une fois pour toutes. Pour traiter le registre dont l’adresse est l’entier n,
on conside`re que l’ope´ration de transfert vers l’unite´ centrale requiert un
temps e´gal a` la taille en binaire de l’entier n. Dans le mode`le de Turing,
le temps correspondant peut eˆtre nul mais aussi beaucoup plus grand
que log n, selon la position des teˆtes de lecture sur chaque bande.
En fin de compte, selon l’algorithme utilise´ (et selon le mode`le MAD
choisi), les temps d’exe´cution T et T ′ obtenus dans le mode`le MT (Ma-
chine de Turing a` plusieurs bandes) ou dans les mode`les MAD pour une
entre´e de taille t sont soumis a` des majorations respectives du type
suivant (voir un exemple pre´cis dans [Ste] chapitre 2, sections 5.5 et
5.6) :
a T ′ ≤ T ≤ b T ′2), c T ≤ T ′ ≤ d T (T + t)2 .
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Signalons le terme d’accumulateur qui dans le mode`le MAD de´signe
le microprocesseur.
L’espace de travail proprement dit
Nous terminons cette section avec un commentaire et une de´finition
plus pre´cise de (( l’espace de travail )) utilise´ dans les mode`les MT ou
MAD. Dans le mode`le MT nous avons de´fini (( l’espace ne´cessaire ))
comme le nombre total de cases effectivement utilise´es au cours de
l’exe´cution de l’algorithme. En fait, si on veut e´tudier l’espace de travail
proprement dit utilise´ par un algorithme, il est judicieux d’ope´rer une
distinction entre l’espace ne´cessaire aux donne´es d’entre´e-sortie d’une
part, et l’espace ne´cessaire au travail proprement dit d’autre part. On
convient dans ce cas que les bandes contenant les entre´es sont utilise´es
en lecture uniquement et qu’elles sont lues en une seule passe. De meˆme,
les bandes contenant les sorties sont utilise´es en e´criture uniquement, et
elles sont e´crites en une seule passe.
Par exemple lorsqu’on veut faire la preuve par 9 pour un produit
a × b = c ou` a, b et c sont conside´re´es comme des entre´es e´crites en
base 10, il suffit de lire en une seule passe les donne´es et aucun stockage
des re´sultats interme´diaires n’est ne´cessaire. On donne a` la fin le re´sultat
(oui, ou non) sans avoir utilise´ aucun espace pour le travail proprement
dit 2. Si on e´crivait cela sous forme d’un programme informatique e´le´-
mentaire du type que nous avons de´crit ci-dessus, cela signifierait que les
variables de travail sont toutes boole´ennes, que les variables repre´sentant
les entre´es sont seulement utilise´es en lecture (elles ne peuvent eˆtre uti-
lise´es que via les affectations A1 et A2) et les variables repre´sentant la
sortie sont seulement utilise´es en e´criture (elles ne peuvent eˆtre utilise´es
que via les affectations A3).
Ainsi certains algorithmes utilisent un espace de travail nul (dans le
cas optimal) ou nettement infe´rieur a` la taille des entre´es-sorties. Pour
les e´tudes de complexite´ d’algorithmes on est particulie`rement inte´resse´
par ceux qui n’utilisent aucun espace de travail d’une part, par ceux qui
utilisent un espace de travail line´aire par rapport a` la taille de l’entre´e
2. De meˆme si on veut additionner deux entiers il suffit de les lire en une seule
passe et d’e´crire au fur et a` mesure le re´sultat sur la bande de sortie. Cependant
les entre´es et la sortie ne sont pas e´crites dans le meˆme sens. En effet, pour pouvoir
enchaˆıner des algorithmes, la convention naturelle est que la teˆte de lecture sur chaque
entre´e doit eˆtre au de´part a` l’extre´mite´ droite de l’entre´e, et la teˆte de lecture sur
chaque sortie doit eˆtre a` la fin a` l’extre´mite´ droite de la sortie
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d’autre part et enfin par ceux qui utilisent un espace de travail de l’ordre
de grandeur de C log(n) ou` C est une constante et n est la taille de
l’entre´e. On appelle ces derniers des algorithmes LOGSPACE .
4.2 Complexite´ binaire, les classes P, NP et #P
4.2.1 Calculs faisables
Malgre´ la grande abondance des mode`les de calcul propose´s, un
consensus a fini par s’e´tablir sur ce qu’est un calcul faisable. On dit qu’un
calcul est faisable, ou encore qu’il est dans la classe P si on connaˆıt un
algorithme qui dans les mode`les MT ou MAD ne´cessite un temps po-
lynomial par rapport a` la taille de l’entre´e. Plus pre´cise´ment, on ne dit
rien concernant tel calcul isole´ (celui des 100.000 premie`res de´cimales de
pi par exemple), mais on dit quelque chose concernant un calcul ge´ne´ral
correspondant a` des entre´es de tailles variables et en tout cas arbitrai-
rement grandes (celui de la k - e`me de´cimale de pi par exemple). On
demande que, pour un certain polynoˆme a` coefficients positifs ou nul P ,
pour toute entre´e de taille infe´rieure ou e´gale a` n, l’algorithme donne sa
re´ponse en un temps majore´ par P (n). Les algorithmes LOGSPACE sont
dans la classe P, et ils sont conside´re´s a` juste titre comme bien meilleurs
que les algorithmes qui travailleraient en temps et espace polynomial.
On voit que la notion d’algorithme de classe P est une notion asymp-
totique, qui peut eˆtre assez e´loigne´e de la re´alite´ des calculs. Un algo-
rithme ayant un temps de calcul (( line´aire )) e´gal a` n+10100 correspond
en pratique a` quelque chose d’infaisable, tandis que si son temps de
calcul est (( exponentiel )) majore´ par sup(n, 2n/210
100
) il reste facile a`
exe´cuter pour toutes les entre´es concre`tement envisageables, alors meˆme
qu’il n’est pas dans la classe P.
De nombreux auteurs distinguent les proble`mes faisables (les entre´es
sont des entiers, ou code´es par des entiers, mais la sortie est du type
oui/non, donc code´e par un boole´en dans {0, 1}) des fonctions faisables
(la ou les sorties sont des entiers) et ils re´servent le symbole P pour
les proble`mes faisables. La classe des fonctions faisables (calculables en
temps polynomial) est alors note´e FP. En fait une fonction f : N→ N
est faisable si et seulement si d’une part la taille de la sortie est polyno-
mialement majore´e en fonction de la taille de l’entre´e, et d’autre part,
le proble`me f(n) ≤ p ? est dans la classe P. Nous n’introduirons donc
pas deux notations distinctes et nous ferons confiance au contexte pour
lever les ambigu¨ite´s e´ventuelles.
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Citons des proble`mes de base qui ont rec¸u dans le passe´ une solu-
tion algorithmique satisfaisante, ce qui les mettait dans la classe P bien
avant qu’elle ne fuˆt invente´e. La re´solution des syste`mes line´aires par la
me´thode chinoise du pivot, appele´e en Occident me´thode du pivot de
Gauss, donne un algorithme de classe P lorsque les coefficients et les
inconnues sont des nombres rationnels. Le calcul du nombre de racines
re´elles d’un polynoˆme par la me´thode de Sturm, qui avait e´te´ salue´e
lors de sa de´couverte pour sa clarte´ et son e´le´gance, fournit un algorith-
me en temps polynomial lorsque les coefficients du polynoˆme sont des
nombres rationnels. Le calcul du polynoˆme caracte´ristique d’une matri-
ce carre´e par la me´thode de Leverrier est un autre exemple ce´le`bre. Le
calcul inte´gral lui-meˆme a un aspect algorithmique (pour le calcul au-
tomatique de certaines aires par exemple) qui frappa les contemporains
de Leibniz et Newton et qui est devenu aujourd’hui une des branches du
calcul formel.
4.2.2 Proble`mes dont les solutions sont faciles a` tester
La conjecture P 6= NP est apparue dans les anne´es 70 (Cook, [21]).
Elle correspond a` l’ide´e intuitive suivante : il y a des proble`mes dont les
solutions sont faciles a` tester mais qui sont difficiles a` re´soudre. On pour-
rait dire a priori que la plupart des syste`mes d’e´quations qu’on cherche
a` re´soudre correspondent a` ce paradigme. Il est remarquable que cette
ide´e intuitive n’ait pu recevoir une forme mathe´matique pre´cise qu’avec
l’ave`nement de la the´orie de la complexite´ des algorithmes. Tard venue
dans le monde des conjectures mathe´matiques, la conjecture P 6= NP
apparaˆıt aujourd’hui comme l’une des plus importantes, l’une dont la
signification est la plus profonde. Elle a re´siste´ a` toutes les tentatives
d’en venir a` bout, et beaucoup d’experts pensent qu’on ne dispose pas
aujourd’hui des concepts ne´cessaires a` sa solution, alors meˆme qu’elle a
quasiment la force d’une e´vidence. Nous allons en donner quelques com-
mentaires relativement informels. Ils sont ne´cessaires pour aborder dans
les chapitres 12 et 13 l’analogue en complexite´ alge´brique de la conjec-
ture P 6= NP en complexite´ binaire. Nous recommandons la` encore sur
ce sujet les ouvrages [BDG] et [Ste].
Comme exemple de proble`me dont les solutions sont faciles a` tester
mais qui sont difficiles a` re´soudre, nous allons conside´rer les proble`mes
de programmation line´aire. Un tel proble`me est donne´ par une matrice
A (de type n×m) et un vecteur colonne b (de type m× 1) a` coefficients
re´els, et une solution du proble`me est un vecteur colonne x (de type
136 4. Notions de complexite´
n× 1) tel que le vecteur y = Ax− b ait toutes ses coordonne´es ≥ 0 ( 3).
Pour en faire un proble`me dont la nature algorithmique est bien pre´cise,
nous nous limitons aux matrices A′ = [A|b] a` coefficients entiers code´s
en binaire. Quant aux solutions, nous avons le choix. Si nous demandons
des solutions en nombres rationnels, nous parlons de programmation li-
ne´aire en rationnels, et si nous demandons des solutions en nombres
entiers, nous parlons de programmation line´aire en entiers. Pour chacun
de ces deux proble`mes une solution x e´ventuelle est facile a` tester.
Un algorithme qui donne en ge´ne´ral une solution rapide (s’il en existe
une) pour la programmation line´aire en rationnels a e´te´ mis au point
dans les anne´es 50 (cf. [23]). Il est en ge´ne´ral tre`s performant et il est
encore aujourd’hui fre´quemment utilise´, c’est l’agorithme de Dantzig.
L’inconve´nient est que pour certaines matrices A′, l’algorithme a un
mauvais comportement et son temps de calcul peut devenir exponentiel
par rapport a` la taille de A′. Dans les anne´es 70 on a trouve´ d’autres
algorithmes, qui dans la plupart des cas sont nettement plus lents que
celui de Dantzig, mais qui tournent en temps polynomial pour n’importe
quelles matrices A′ (cf. [55, 60, 61] et l’ouvrage [Sch]). Depuis, on sait
donc que la programmation line´aire en rationnels est dans la classe P.
Par contre pour ce qui concerne la programmation line´aire en entiers, on
n’est toujours pas capable de re´soudre ce proble`me par un algorithme de
la classe P, meˆme si on ne s’inte´resse qu’aux solutions de petite taille.
En fait, on pense qu’on en sera a` tout jamais incapable, car une re´ponse
dans l’autre sens signifierait que la conjecture P 6= NP est fausse.
Pour expliquer comment est de´finie la classe NP, nous essayons
d’examiner avec un peu de recul ce que signifierait en ge´ne´ral (( savoir
re´soudre un proble`me dont on sait tester facilement les solutions )). Nous
commenc¸ons par remarquer que pour bien poser la question, il faut savoir
donner le proble`me sous une forme code´e, qui puisse eˆtre prise comme
entre´e d’un programme informatique (ou d’une Machine de Turing). On
peut donc toujours conside´rer que l’on a une suite infinie de proble`mes
Pn ou` n est justement la forme code´e en binaire du proble`me (les entiers
n qui ne coderaient pas correctement une instance de notre proble`me
doivent pouvoir eˆtre faciles a` repe´rer). Quant aux solutions, elles doivent
e´galement pouvoir eˆtre code´es, donne´es comme telles en entre´e ou a` la
sortie d’un programme informatique. Nous supposons donc sans perte
3. Un proble`me de programmation line´aire est en ge´ne´ral e´nonce´ sous forme d’un
proble`me d’optimisation. Nous en pre´sentons ici une version e´quivalente plus facile a`
discuter pour notre propos actuel.
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de ge´ne´ralite´ que la solution e´ventuelle est elle aussi code´e par un en-
tier x. Maintenant conside´rons la fonction ϕ : N × N → {0, 1} qui est
de´finie comme suit : ϕ(n, x) = 1 si x est le code d’une solution du pro-
ble`me Pn et ϕ(n, x) = 0 sinon. Supposer qu’on sait tester facilement
les solutions de notre famille Pn peut eˆtre raisonnablement interpre´te´
comme signifiant que la fonction ϕ est dans la classe P. Tandis que
supposer que le proble`me est intrinse`quement difficile a` re´soudre peut
eˆtre raisonnablement interpre´te´ comme signifiant que la question
∃x ∈ N ϕ(n, x) = 1 ?
n’a pas de re´ponse dans la classe P. Maintenant, nous devons apporter
une restriction. Il se peut que le proble`me soit intrinse`quement diffi-
cile a` re´soudre pour une trop bonne raison, a` savoir que les solutions
e´ventuelles sont de taille trop grande. Plus exactement que la taille de
toute solution x du proble`me no n croisse trop vite par rapport a` celle
de n. Nous notons dans la suite de cette section |x| la taille de l’en-
tier naturel x, c’est-a`-dire la longueur de son e´criture en binaire. Nous
pouvons maintenant e´noncer ce qu’est un proble`me dans la classe NP.
C’est re´pondre a` une question du type suivant :
Existe-t-il une solution x(n) de taille raisonnable pour telle famille Pn
de proble`mes dont les solutions sont faciles a` tester ?
Plus pre´cise´ment une famille de proble`mes code´e dans N est dite dans
la classe NP si sa solution revient a` re´soudre une question du type
∃x ∈ N (|x| ≤ a+ |n|k et ϕ(n, x) = 1) ? (4.1)
ou` a et k sont deux entiers positifs donne´s et ou` ϕ : N × N → {0, 1}
est dans la classe P. Autrement dit si on pose
ψ(n) = sup
{
ϕ(n, x) ; |x| ≤ a+ |n|k
}
(4.2)
et si la fonction ϕ est dans la classe P, alors la fonction ψ est dans
la classe NP. On peut d’ailleurs supposer sans perte de ge´ne´ralite´ que
ϕ(n, x) = 0 si |x| > a+ |n|k.
Le N de NP est mis pour non de´terministe. La raison en est la
suivante. La fonction ψ ci-dessus pourrait eˆtre calcule´e en temps polyno-
mial par une machine dont le fontionnement serait (( non de´terministe )).
Plus pre´cise´ment, en utilisant nos programmes informatiques e´le´mentai-
res ci-dessus, on admettrait des intructions de branchement non de´ter-
ministe : aller a` l’instruction no . . . ou . . . (selon l’humeur du moment).
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Le programme peut alors aboutir a` plusieurs re´sultats diffe´rents selon
le chemin choisi lors de son exe´cution. Et ce programme serait re´pute´
calculer (pour une entre´e x fixe´e) la plus grande des valeurs qu’il peut
de´livrer en sortie. L’acronyme NP vaut alors pour : calculable en temps
polynomial par une machine a` fonctionnement non de´terministe.
Notez que si on avait P = NP (ce que personne ne croit), on pourrait
non seulement calculer, dans l’exemple ci-dessus, la fonction ψ en temps
polynomial, mais e´galement, dans le cas d’une re´ponse positive ψ(n) =
1, trouver une solution x pour ϕ(n, x) = 1 en temps polynomial. En
effet, on pourrait calculer un tel x par dichotomie en temps polynomial
en posant un nombre polynomial de fois la question
∃x x ≤ p et ϕ(n, x) = 1 ?
qui serait re´soluble en temps polynomial sur les entre´es n, p (on de´mar-
rerait avec p = 2a+|n|k).
Certains proble`mes qui peuvent sembler a priori eˆtre dans la classe
NP sont ramene´s dans la classe P lorsque quelqu’un de´couvre un algo-
rithme rapide pour les re´soudre. Des succe`s spectaculaires ont e´te´ a` la
fin du 20e`me sie`cle la solution en temps polynomial des syste`mes d’e´-
quations line´aires a` coefficients et inconnues entie`res, celle des proble`mes
de programmation line´aire en rationnels et la de´termination de (( petits
vecteurs )) dans un re´seau (qui conduit notamment a` la factorisation en
temps polynomial des polynoˆmes sur Q[X]).
Cook a montre´ (cf. [21]) que certains proble`mes de la classe NP sont
universels : si on de´montre pour l’un d’entre eux qu’il est dans la classe
P, alors P = NP. Un tel proble`me est dit NP - complet. Par exemple la
programmation line´aire en entiers est un proble`me NP - complet, meˆme
si on limite a priori la taille des solutions par un entier fixe.
Nous pouvons expliquer informellement pourquoi il existe des pro-
ble`mes NP - complets.
Un ordinateur qui ne serait soumis a` aucune limitation physique
de temps et d’espace serait une machine universelle en ce sens qu’il
est capable d’exe´cuter n’importe quel programme qu’on lui soumet (en
faisant abstraction des limitations physiques). Un des premiers the´ore`-
mes d’Alan Turing e´tait l’existence d’une Machine de Turing universel-
le. Une conse´quence importante de l’existence d’une Machine de Turing
universelle est, via le processus diagonal de Cantor, l’existence de pro-
ble`mes bien pose´s (pour les Machines de Turing) mais qui ne pourront
eˆtre re´solus par aucun proce´de´ me´canique du type Machine de Turing :
l’ensemble des (codes Turing de) fonctions me´caniquement calculables
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de N vers N (au sens des Machines de Turing) n’est pas me´caniquement
calculable (au sens des Machines de Turing). L’existence de proble`mes
NP - complets est un re´sultat de nature similaire.
Introduisons la notation 〈x1, . . . , xk〉 pour un code dans N d’un
k-uple d’entiers 4. En termes de programmes informatiques e´le´mentai-
res, l’existence d’une Machine de Turing universelle signifie qu’on sait
e´crire un programme e´le´mentaire (( universel )) en ce sens qu’il remplit
le contrat suivant :
– Il prend en entre´e 2 entiers binaires n, x et un entier baˆton t
( 5), ou` n est un texte de programme e´le´mentaire Qn code´ en
binaire, x est un code pour la liste des entre´es pour Qn et t est
le nombre d’e´tapes e´le´mentaires pendant lequel on de´sire que soit
exe´cute´ Qn.
– Il donne en sortie une description instantane´e de (c’est-a`-dire un
codage binaire U(n, x, t) qui de´crit de manie`re exacte) l’e´tat ou` se
trouve la machine qui exe´cute le programme Qn apre`s l’exe´cution
de t e´tapes e´le´mentaires de calcul sur l’entre´e x : la valeur de
chacune des variables xi du programme d’une part, le nume´ro h
de l’instruction en cours d’autre part (code´s par 〈x1, . . . , x`, h〉).
Si le temps d’exe´cution est t0 on demande que pour t > t0 on ait
U(n, x, t) = U(n, x, t0). Nous supposons aussi sans perte de ge´ne´ralite´
que les variables de sortie sont en e´criture seulement, c’est-a`-dire ne sont
utilise´es que via les affectations de type A3.
Il n’est pas tre`s difficile de ve´rifier qu’un programme e´le´mentaire u-
niversel e´crit de manie`re naturelle calcule la fonction universelle U en
temps polynomial.
Comme conse´quence on obtient quelque chose qui pouraˆıt eˆtre com-
pris comme une e´nume´ration dans la classe P de tous les programmes
dans la classe P s’exe´cutant sur une entre´e de taille polynomialement
majore´e. Expliquons nous.
Tout d’abord notons (n, x, t) 7→ V (n, x, t) la fonction (dans la classe
P) qui donne l’e´tat de la variable en sortie (ou, s’il y a plusieurs sorties
4. On conside`re un codage naturel, de sorte que les fonctions de co-
dage (x1, . . . , xk) 7→ 〈x1, . . . , xk〉 et celles de de´codage (〈x1, . . . , xk〉 7→ xi et
〈x1, . . . , xk〉 7→ k) sont dans la classe P. On suppose aussi sans perte de ge´ne´rali-
te´ que 〈x1, . . . , xk〉 ≥ xi.
5. Un entier baˆton sert de compteur, il est code´ en binaire par 2t−1, c’est-a`-dire
(si t ≥ 1) le mot forme´ de t fois la lettre 1. Ici il est ne´cessaire de prendre pour t
un entier baˆton parce qu’on veut que la fonction universelle soit calculable en temps
polynomial par rapport a` la taille de ses entre´es.
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pre´vues, l’e´tat de la premie`re d’entre elles).
Soit maintenant ϕ : N × N → {0, 1} une fonction dans la classe P
qui ve´rifie
∀x |x| > a+ |n|k ⇒ ϕ(n, x) = 0 (4.3)
Alors la fonction ψ(n) = sup {ϕ(n, x) ; x ∈ N} re´soud un poble`me dans
la classe NP.
Vu que ϕ est dans la classe P et vu le caracte`re universel de V il
existe un entier m0 et deux entiers b, ` tels que
ϕ(n, x) = V (m0, 〈n, x〉 , t) avec t ≤ b+ |n|` si |x| ≤ a+ |n|k
De´finissons par ailleurs (avec z, t des entiers baˆtons, et n et x des
entiers binaires,)
Φ(p, x) =
{
inf(1, V (m, 〈n, x〉 , t)) si |x| ≤ z
0 sinon
avec p = 〈m,n, z, t〉 .
C’est naturellement une fonction N×N→ {0, 1} dans la classe P pour
laquelle on a
∀x |x| > |p| ⇒ Φ(p, x) = 0
et a` partir de laquelle on peut de´finir
Ψ(p) = sup {Φ(p, x) ; |x| ≤ |p|} (4.4)
qui est dans la classe NP. Maintenant il est clair que si on pose
λ(n) =
〈
m0, n, a+ |n|k, b+ |n|`
〉
alors la fonction λ est dans la classe P et
ψ(n) = Ψ(λ(n)).
Ceci montre le caracte`re universel de la fonction Ψ au sens ou` nous
le souhaitions. En e´crivant cette preuve en de´tail, on peut donner des
pre´cisions supple´mentaires sur la manie`re dont le proble`me NP associe´
a` ϕ a` e´te´ re´duit en temps polynomial a` celui associe´ a` Φ. En parti-
culier on peut fabriquer une variante ou` la re´duction est dans la classe
LOGSPACE .
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4.2.3 Proble`mes de comptage
Si E est un ensemble fini, nous noterons #E le nombre d’e´le´ments
de E.
Lorsqu’on a une famille de proble`mes dont les solutions sont faciles
a` tester et de taille polynomialement majore´es, on peut se poser non
seulement la question de savoir si une solution existe, mais e´galement
combien de solutions existent.
Pre´cise´ment si ϕ : N×N→ {0, 1} est une fonction dans la classe P
qui ve´rifie
∀x |x| > a+ |n|k ⇒ ϕ(n, x) = 0
alors la fonction
θ(n) = # {x | x ∈ N, ϕ(n, x) = 1 } =
∑
|x|≤a+|n|k
ϕ(n, x) (4.5)
compte le nombre de solutions (pour la question code´e par n). A priori
cette fonction est plus difficile a` calculer que la fonction de´finie par
l’e´quation (4.2) ψ(n) = sup {ϕ(n, x) ; x ∈ N} (qui est dans la classe
NP). La taille de θ(n) est polynomialement majore´e en fonction de
celle de n. Les fonctions θ obtenues de cette manie`re de´finissent une
nouvelle classe de complexite´, les fonctions de comptage pour les proble`-
mes dont les solutions sont faciles a` tester, que l’on note #P (prononcer
die`se P). Cette classe a e´te´ introduite par Valiant dans [93].
Si on veut que la classe #P soit une classe de proble`mes plutoˆt
qu’une classe de fonctions, on la de´finit comme la classe des proble`mes
du type θ(n) ≤ p ?. En effet, puisque θ(n) ≤ 2a+|n|k il est facile de
calculer par dichotomie, en temps polynomial, la fonction θ a` partir des
tests θ(n) ≤ p ?.
On conjecture que les deux inclusions
P ⊂ NP ⊂ #P
sont strictes.
De meˆme qu’il existe des proble`mes NP - complets, il existe des fonc-
tions #P-comple`tes. En fait la re´duction que nous avons esquisse´e dans
le cas NP ci-dessus fonctionne aussi pour les fonctions de comptage.
De´finissons en effet
Θ(p) = # {x | x ∈ N, Φ(p, x) = 1 } =
∑
|x|≤|p|
Φ(p, x) (4.6)
alors, avec la meˆme fonction λ que ci-dessus, on obtient θ(n) = Θ(λ(n)).
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4.3 Complexite´ arithme´tique et complexite´ bi-
naire des circuits
4.3.1 Complexite´ arithme´tique
La taille (en fait le nombre d’ope´rations arithme´tiques) et la profon-
deur d’un circuit arithme´tique ou d’un programme d’e´valuation sont les
deux parame`tres qui mesurent ce qu’on appelle la complexite´ arithme´ti-
que de ce circuit arithme´tique ou de ce programme d’e´valuation.
Ce sont des fonctions de ce que nous avons appele´ les parame`tres
d’entre´e du circuit arithme´tique. Comme on s’inte´resse souvent a` la
complexite´ asymptotique des algorithmes (c’est-a`-dire a` leur compor-
tement quand ces parame`tres tendent vers l’infini), nous allons utiliser
les notations classiques O, o, Θ, Ω de´finies de la manie`re suivante :
Notation 4.3.1 E´tant donne´es deux fontions f et g de N∗ dans R∗+,
on dit que :
• g ∈ O(f) et l’on e´crira g(n) = O(f(n)) s’il existe une constante
re´elle c > 0 telle que ∀n, n ∈ N∗ ⇒ g(n) ≤ c f(n).
• g ∈ o(f) et l’on e´crira g(n) = o(f(n)) si pour tout re´el ε > 0, il
existe k ∈ N∗ tel que ∀n, (n ∈ N∗ et n > k) ⇒ g(n) ≤ ε f(n).
• g ∈ Ω(f) et l’on e´crira g(n) = Ω(f(n)) si f(n) = O(g(n)).
• g ∈ Θ(f) et l’on e´crira g(n) = Θ(f(n)) si g(n) = O(f(n)) et
f(n) = O(g(n)). On dit dans ce cas que f est du meˆme ordre que g.
Remarquons que pour montrer que g ∈ O(f), il suffit de trouver une
constante re´elle K0 et un entier n0 ∈ N∗ tels que g(n) ≤ K0 f(n) pour
tout n ≥ n0. Nous appellerons une telle constante K0 une constante
asymptotique (cache´e dans le grand O). Dans la suite chaque fois que
ce sera possible nous nous appliquerons a` faire apparaˆıtre la constante
asymptotique cache´e dans le grand O dans l’e´tude de complexite´ des
algorithmes. Et l’entier n0 sera parfois pre´cise´.
Notation 4.3.2 (complexite´ arithme´tique d’une famille de circuits)
On e´crira qu’un algorithme est (dans la classe) SD(f(n), g(n)) pour
dire qu’il correspond a` une famille de circuits arithme´tiques de taille
t(n) = O(f(n)) et de profondeur p(n) = O(g(n)).
Par exemple, l’algorithme simplifie´ du pivot de Gauss, tel qu’il a e´te´
de´veloppe´ dans la section 2.1, est SD(n3, n).
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Un algorithme est dit optimal lorsqu’il n’y a pas d’algorithme asymp-
totiquement plus performant, du point de vue de la taille.
Il y a des proble`mes dont on connaˆıt la complexite´ se´quentielle, c’est-
a`-dire l’ordre asymptotique exact du nombre d’ope´rations arithme´tiques
ne´cessaires pour le re´soudre, comme par exemple le proble`me de l’e´va-
luation d’un polynoˆme a` une inde´termine´e sur un anneau commutatif
quelconque 6. D’autres proble`mes, par contre, comme celui de la mul-
tiplication des matrices, sont des proble`mes dont on ignore la comple-
xite´ exacte a` cause de l’e´cart entre les bornes infe´rieure et supe´rieure
asymptotiques que l’on connaˆıt 7.
Il faut remarquer que le grand O de la notation introduite ci-dessus
pre´sente l’inconve´nient majeur de (( cacher )) la constante asymptoti-
que qui permet de le de´finir. Elle a pourtant une importance pratique
conside´rable puisque deux algorithmes permettant par exemple de re´soudre
respectivement le meˆme proble`me avec 100n3 et 109n2 ope´rations arith-
me´tiques sont tels que le second a une complexite´ asymptotique nette-
ment meilleure que le premier (il peut arriver qu’il soit aussi optimal)
alors que le second, asymptotiquement moins performant, reste plus ra-
pide tant que le nombre d’ope´rations a` effectuer n’a pas atteint la borne
astronomique de 1023.
4.3.2 Complexite´ binaire
On raconte que l’inventeur du jeu d’e´chec demanda comme re´com-
pense un grain de ble´ sur la premie`re case, deux sur la deuxie`me, quatre
sur la troisie`me et ainsi de suite jusqu’a` la soixante-quatrie`me. Cela fait
a priori un circuit arithme´tique de profondeur 64. Mais pour calculer
264 − 1 = 226 − 1 = 18.446.744.073.709.551.615 un circuit arithme´tique
de taille (et de profondeur) 6+1 suffit :
De´but
v0 := x (porte d’entre´e, on e´valuera avec x = 2)
v1 := v0 × v0
v2 := v1 × v1
v3 := v2 × v2
v4 := v3 × v3
v5 := v4 × v4
v6 := v5 × v5 (v6 = 226)
6. L’algorithme de Horner est optimal pour ce proble`me, cf. page 11.
7. Le proble`me de la multiplication des matrices est Ω(n2) et O(n2,376).
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v7 := v6 − 1
Fin.
De meˆme, un circuit arithme´tique de taille 20 e´value´ sur l’entre´e 2
permet de calculer 22
20
= 21.048.576 = 6, 7411 . . . 10315.652. Ceci montre
clairement qu’il y a une diffe´rence conside´rable entre la taille d’un circuit
et celle des objets qu’il peut produire lorsqu’on l’e´value sur des entiers
code´s en binaire.
La complexite´ binaire d’un circuit (ou d’une famille de circuits) est
par de´finition la complexite´ du calcul d’e´valuation qu’il produit lorsqu’on
prend ses entre´es dans un anneau fixe´ avec un codage fixe´. L’exemple le
plus simple et le plus important est l’anneau des entiers code´s en binaire.
Naturellement, si on accepte de coder un entier par un circuit arith-
me´tique sans division ayant pour seules entre´es des constantes de´termi-
ne´es a priori (−1, 0, 1, 2 par exemple) et si on note Zpreval l’anneau des
entiers ainsi code´, on voit que l’e´valuation d’un circuit arithme´tique sans
division dans Zpreval est en temps line´aire (il suffit de mettre les circuits
bout a` bout en changeant seulement certaines profondeurs et certains
identificateurs). Le proble`me avec Zpreval est alors reporte´ du coˆte´ du
test de signe, de la division euclidienne, ou de l’e´valuation des circuits
avec divisions exactes.
Il est donc crucial de pre´ciser a` la fois l’anneau et le codage choisi
pour cet anneau lorsqu’on veut parler de la complexite´ binaire d’un cir-
cuit arithme´tique.
Signalons a` ce sujet qu’en ge´ome´trie alge´brique, la notion usuelle de
degre´ d’un polynoˆme peut eˆtre souvent remplace´e avantageusement par
la notion de profondeur d’un programme d’e´valuation arithme´tique qui
lui correspond. Il s’agit la` d’un sujet de recherche actif et prometteur
(cf. [39, 40]).
Un exemple : complexite´ binaire de l’algorithme du pivot de
Gauss
Elle est mesure´e par le nombre d’ope´rations boole´ennes ne´cessaires
pour exe´cuter l’algorithme avec des entre´es code´es sous forme de suites
de bits. Cette complexite´ de´pend de manie`re importante du corps K et
du codage choisi pour les e´le´ments de K.
Si le corps K est un corps fini, la complexite´ binaire est proportion-
nelle a` la complexite´ arithme´tique. C’est (( le bon cas )) pour l’algorithme.
Applique´ dans le cadre de calculs nume´riques (ce qui constitue au-
jourd’hui une partie importante du travail des ordinateurs), l’algorithme
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est en ge´ne´ral exe´cute´ avec des nombres en virgule flottante, code´s par
des suites de bits de longueur fixe, et la complexite´ binaire est de nou-
veau proportionnelle a` la complexite´ arithme´tique. Mais naturellement,
on ne travaille pas vraiment avec les e´le´ments du corps des re´els. D’ou` la
ne´cessite´ de garantir les re´sultats avec une pre´cision demande´e. L’analyse
nume´rique matricielle remplit des rayons entiers de bibliothe`ques.
Dans cet ouvrage, nous ne prenons en compte que les calculs exacts
(en pre´cision infinie dit-on parfois), et nous ne ferons gue`re d’autre al-
lusion aux aspects proprement nume´riques des algorithmes que nous
commenterons (voir cependant page 148).
La me´thode du pivot de Gauss applique´e dans le corps des rationnels
re´serve quelques de´sagre´ables surprises. Meˆme si les entre´es sont des
nombres entiers (suppose´s code´s en binaire de la manie`re usuelle), on
doit imme´diatement passer au corps des fractions. Un rationnel est alors
code´ par un couple d’entiers, le nume´rateur avec un signe et le de´nomi-
nateur strictement positif. Avec les rationnels ainsi code´s (ce qui est
le codage binaire naturel), on est alors devant l’alternative suivante :
simplifier les nouvelles entre´es de la matrice de`s qu’elles sont calcule´es,
ou ne jamais simplifier. La deuxie`me solution est de´sastreuse, car les
fractions successives voient en ge´ne´ral les tailles de leur nume´rateur et
de´nominateur croˆıtre de manie`re exponentielle. La premie`re solution,
quoique moins de´sastreuse, est ne´anmoins couˆteuse, car elle implique
des calculs syste´matiques de pgcd. La dernie`re formule donne´e dans la
proprie´te´ 2.1.3 permet d’exprimer a
[p]
ij comme quotient de deux de´ter-
minants extraits de la matrice de de´part (et elle se ge´ne´ralise au cas ou`
des permutations de lignes ou de colonnes sont effectue´es). On a donc
la garantie que toutes les fractions qui sont calcule´es au cours de l’algo-
rithme restent de taille raisonnable (O(n (t + log n)) si on part d’une
matrice n× n a` coefficients entiers majore´s par t en taille binaire, i.e.
majore´s par 2t en valeur absolue). Le nombre d’ope´rations arithme´-
tiques dans Z doit donc eˆtre multiplie´ par un facteur nt pour tenir
compte du calcul de simplification des fractions. La complexite´ binaire,
elle, a une majoration fort de´cevante en O(n5t2) (a` des facteurs logarith-
miques pre`s) si on utilise les algorithmes usuels pour la multiplication
ou la division de deux entiers.
Applique´e avec le corps des fractions de Z[X] ou Z[X,Y, Z] la me´-
thode du pivot de Gauss se heurte au meˆme type de difficulte´s, mais tre`s
nettement aggrave´es, car les calculs de pgcd de polynoˆmes, surtout en
plusieurs variables, sont tre`s couˆteux.
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Situations dans lesquelles la complexite´ binaire d’un circuit est
en rapport e´troit avec sa complexite´ arithme´tique
Nous signalerons ici trois situations de ce type.
Le premier cas est celui d’une famille de circuits arithme´tiques
e´value´s dans un anneau avec un codage pour lequel les ope´rations arith-
me´tiques produisent des objets de taille bien controˆle´e, du fait meˆme de
la structure du circuit arithme´tique.
Proposition 4.3.3 Conside´rons une famille de circuits arithme´tiques
Γn de taille σn et de profondeur pin (n est un parame`tre controˆlant le
nombre d’entre´es du circuit Γn. Supposons en outre que la production
du circuit Γn re´clame un temps τn. Soit enfin A un anneau donne´
dans un codage pour lequel les ope´rations arithme´tiques sont en temps
polynomial O(Nk) avec k > 1 et la taille t(x) des objets ve´rifie l’ine´-
galite´ t(a ◦ b) ≤ t(a) + t(b).
Alors la production puis l’exe´cution de ce circuit re´clame, dans le mode`le
MAD, un temps majore´ par τn+σn ·O((2pinN)k) (N > n est la taille de
la liste des entre´es). En particulier si σn = O(nh), pin ≤ ` log n et τn =
O(nc) (pour des constantes convenables h, ` et c) alors l’exe´cution de
l’algorithme correspondant a` la famille Γn est (globalement) en temps
polynomial, pre´cise´ment en O(nc + nh+`kNk).
Preuve. Dans le mode`le MAD, on peut utiliser un registre distinct pour
chacune des variables du programme d’e´valuation. La taille de tous les
re´sultats interme´diaires est majore´e par 2pinN puisqu’elle double au ma-
ximum quand la profondeur augmente d’une unite´.
Les transferts entre les registres de travail et l’accumulateur repre´sentent
un temps de l’ordre de σn · (2pinN + log(σn)) qui est ne´gligeable devant
l’estimation du temps d’exe´cution des ope´rations arithme´tiques propre-
ment dites : σn · O((2pinN)k). uunionsq
Remarque 4.3.4 Dans le mode`le des machines de Turing, on obtient
les meˆmes majorations pour n fixe´. Par contre, lorsque n varie, se pose
le proble`me de la gestion d’un nombre non fixe´ a priori de variables de
travail, alors qu’une telle machine n’a, quant a` elle, qu’un nombre fixe´
a priori de bandes de travail. Les transferts de donne´es entre d’une part
la bande ou` est stocke´e la liste des (contenus des) variables de travail et
d’autre part les bandes ou` sont exe´cute´es les ope´rations arithme´tiques
prennent normalement un temps de l’ordre de (σn)
2(2pinN + log(σn))
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car la bande de stockage doit eˆtre relue pour chacune des σn ope´ra-
tions arithme´tiques, et sa taille est seulement majore´e par σn · (2pinN +
log(σn)). Il s’ensuit que la majoration en temps obtenue peut parfois
eˆtre un peu moins bonne que celle indique´e pour le mode`le MAD.
De nombreuses variantes de la situation pre´ce´dente peuvent eˆtre uti-
lise´es. Par exemple, pour l’e´valuation dans Z, c’est seulement la pro-
fondeur multiplicative qui doit eˆtre en O(log n) pour qu’on ait un bon
controˆle de la taille des objets produits, et donc de l’ensemble du calcul
d’e´valuation.
Un algorithme est dit bien paralle´lise´ lorsqu’il correspond a` une fa-
mille de circuits arithme´tiques (Γn) dont la taille σn est optimale et
dont la profondeur est en O(log`(σn)) (pour un certain exposant ` > 0).
Si la taille est polynomiale en n, la profondeur est alors polylogarithmi-
que , c’est-a`-dire en O(log`(n)). En fait, nous utilisons dans cet ouvrage
le terme bien paralle´lise´ avec un sens un peu plus libe´ral pour le mot
optimal. Pour les algorithmes en temps polynomial nous demandons
seulement que, en ce qui concerne la taille, l’exposant du n ne soit pas
tre`s loin de celui du meilleur algorithme se´quentiel connu (la profondeur
e´tant, elle polylogarithmique). C’est en ce sens que nous conside´rons
que les algorithmes de Csanky, de Chistov ou de Berkowitz sont bien
paralle´lise´s.
Le deuxie`me cas est celui d’une famille de circuits arithme´tiques
dont la profondeur n’est pas ne´cessairement logarithmique et pour la-
quelle on a un argument de nature alge´brique qui permet de mieux ma-
jorer la taille des objets interme´diaires que l’argument de profondeur.
C’est par exemple le cas de l’algorithme du pivot de Gauss simplifie´
(e´ventuellement modifie´ par e´limination des divisions a` la Strassen) ou
de l’algorithme de Jordan-Bareiss. Meˆme dans le cas d’un algorithme
bien paralle´lise´ comme celui de Berkowitz, exe´cute´ dans Z, les majora-
tions de taille obtenues par un argument alge´brique direct sont meilleures
que celles obtenues par l’argument de profondeur.
Signalons un calcul de majoration simple qui permet souvent un
controˆle satisfaisant de la taille des objets interme´diaires dans le cas de
l’e´valuation dans un anneau du style Matn(Z[x, y]) ( 8) code´ en repre´-
sentation dense (voir la note 1 page 115), les entiers e´tant eux-meˆmes
code´s en binaire. Si A = (aij) est une matrice dans cet anneau, on note
dA le degre´ maximum d’une entre´e aij(x, y) et `A := log(Σijhk|aijhk|),
8. Ceci de´signe l’anneau des matrices n× n a` coefficients dans Z[x, y].
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ou` aijhk est le coefficient de x
hyk dans aij(x, y). On a alors la taille de
A qui est majore´e par n2d2A`A et les formules suivantes sont faciles a`
ve´rifier :
`A±B ≤ 1 + max (`A, `B) `AB ≤ `A + `B
dA±B ≤ 1 + max (dA, dB) dAB ≤ dA + dB
Ceci signifie que ce type d’anneau se comporte comme Z pour tous les
calculs de majoration de taille des objets produits lors de l’e´valuation
d’un circuit arithme´tique. En particulier si la taille du circuit no n est po-
lynomiale en n et si sa profondeur multiplicative est logarithmique, alors
la taille des objets est polynomialement majore´e. La plupart des algo-
rithmes que nous examinons dans cet ouvrage ont pour le type d’anneau
que nous venons de signaler, une majoration polynomiale de la taille des
objets interme´diaires. Signalons en revanche le mauvais comportement
de l’algorithme de Hessenberg pour la taille des objets interme´diaires.
Le troisie`me cas est celui d’une famille de circuits arithme´tiques
(sans divisions) e´value´s dans un cadre de calcul nume´rique bien controˆle´.
Lors de l’e´valuation du circuit, les entre´es sont des nombres dyadiques
interpre´te´s comme des nombres re´els pris avec une pre´cision fixe´e. Toutes
les portes du circuit sont elles-meˆmes e´value´es avec une pre´cision fixe´e.
Un calcul de majoration d’erreur est ne´cessaire pour que le re´sultat du
calcul ait un sens mathe´matique pre´cis. Ce calcul dit une chose du genre
suivant : sachant que vous de´sirez les sorties avec une pre´cision absolue
p (c’est-a`-dire de p digits apre`s la virgule), et que les entre´es sont prises
sur l’intervalle controˆle´ par le parame`tre n, alors vous devez e´valuer le
circuit Γn,p en effectuant tous les calculs interme´diaires avec la pre´cision
ε(n, p) (en particulier les entre´es doivent eˆtre prises avec cette pre´cision).
Par exemple, on pourra imaginer une famille de circuits arithme´tiques
e´valuant en ce sens la fonction (x2+1)/ln(1+x) sur l’intervalle ] 0,∞ [ :
le circuit arithme´tique Γn,p doit permettre d’e´valuer cette fonction sur
l’intervalle [2−n, 2n] avec la pre´cision p, en exe´cutant tous les calculs
avec une pre´cision ε(n, p).
Si la famille peut eˆtre produite en temps polynomial, et si la pre´cision
requise ε(n, p) peut eˆtre majore´e par un polynoˆme en (n, p) alors la
fonction re´elle ainsi calcule´e est dite calculable en temps polynomial (cf.
[KKo, 45, 59, 63]). Cela signifie que cette fonction peut eˆtre e´value´e avec
la pre´cision p sur n’importe quel re´el dans l’intervalle controˆle´ par n en
un temps qui de´pend polynomialement de (n, p). Il s’agit donc d’analyse
nume´rique entie`rement suˆre et parfaitement controˆle´e.
Ce type d’algorithmes est en phase d’eˆtre imple´mente´ sur machine,
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cela peut eˆtre conside´re´ comme une des taˆches importantes a` re´aliser
par le Calcul Formel.
4.4 Familles uniformes de circuits arithme´tiques
et boole´ens
Les algorithmes de calcul alge´brique usuels ont un nombre d’entre´es
et de sorties qui de´pend d’un ou plusieurs parame`tres entiers, comme par
exemple (( la multiplication de deux matrices )) (3 parame`tres pour fixer
les tailles des deux matrices) ou (( le produit d’une liste de matrices ))
(une liste d’entiers pour parame`tres) ou (( le de´terminant d’une matrice ))
(un parame`tre). Nous avons appele´ ces parame`tres des parame`tres d’en-
tre´e. Comme nous l’avons de´ja` dit, ce n’est pas seulement la taille et
la profondeur du circuit (en fonction des parame`tres d’entre´e) qui sont
importantes, mais aussi son couˆt de production. Pour calculer le de´-
terminant d’une matrice a` coefficients entiers dans la situation la plus
ge´ne´rale possible, par exemple, on doit d’abord produire le texte du pro-
gramme d’e´valuation correspondant au circuit qu’on envisage, et ensuite
exe´cuter ce programme d’e´valuation sur la liste d’entre´es voulue. Si le
circuit est de faible profondeur et de faible taille mais que le couˆt de
la production du programme d’e´valuation correspondant croˆıt tre`s vite
lorsque le parame`tre d’entre´e augmente, on ne peut gue`re eˆtre satisfait
du re´sultat.
C’est la raison pour laquelle on a introduit la notion de famille uni-
forme de circuits arithme´tiques. On dit qu’une famille de circuits arith-
me´tiques (indexe´e par les parame`tres d’entre´e) est uniforme lorsque le
couˆt de production du circuit (en tant que texte d’un programme d’e´va-
luation) de´pend (( de manie`re raisonnable )) des parame`tres d’entre´e. Une
premie`re notion d’uniformite´ consiste a` demander que le couˆt de produc-
tion du circuit soit dans la classe P, c’est-a`-dire en temps polynomial.
Une deuxie`me notion, plus forte, consiste a` demander qu’on soit dans
la classe LOGSPACE c’est-a`-dire que l’espace de travail ne´cessaire a` la
production du circuit soit logarithmique.
Ces notions d’uniformite´ sont relativement satisfaisantes mais elles
ne´cessiteraient d’eˆtre mieux explicite´es dans chaque cas concret. Il est
clair qu’une famille de circuits de´pendant d’un parame`tre d’entre´e n qui
aurait une profondeur en log n, une taille en n2 et un couˆt de produc-
tion en n2001 ne serait pas un tre`s bon cru pour l’anne´e 2001. Dans la
litte´rature sur le sujet re`gne un silence discret. En fait tout le monde
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conside`re apparemment qu’il est bien clair que le couˆt de production du
circuit n’a en ge´ne´ral pas un ordre de grandeur bien supe´rieur a` sa taille.
Nous nous contenterons de confirmer cette impression par l’e´tude
d’un cas d’e´cole, la multiplication rapide des matrices a` la Strassen. Nous
renvoyons pour cette e´tude au chapitre 7 section 7.1.2 the´ore`me 7.2.
Classes de complexite´ NC
Pour de´finir les notions de taille et profondeur en complexite´ arith-
me´tique paralle`le on a utilise´ des familles de circuits arithme´tiques sans
exiger que ces familles soient uniformes.
En complexite´ binaire, les entre´es et les sorties d’un algorithme sont
des mots e´crits sur un alphabet fixe´, par exemple l’alphabet {0, 1} (ou si
on pre´fe`re des entiers e´crits en binaire). Il est alors naturel d’utiliser les
familles de circuits boole´ens pour de´finir les notions de taille et profon-
deur d’un algorithme paralle`le. Dans un circuit boole´en, chaque entre´e
est un e´le´ment de {0, 1}, et les portes sont de trois sortes : ∨, ∧ (avec
deux ante´ce´dents) ou ¬ (a` un seul ante´ce´dent). Pour chaque longueur
de l’entre´e d’un algorithme paralle`le, code´e comme une suite finie de
boole´ens, le circuit boole´en correspondant doit calculer la sortie, code´e
de la meˆme manie`re. Mais sans uniformite´ de la famille, on aboutirait
a` des contre-sens intuitifs e´vidents, puisque toute fonction f de N vers
{0, 1} telle que f(n) ne de´pend que de la longueur de n est re´alisable
par une famille non uniforme de circuits boole´ens de taille n + 1 et
de profondeur 0 (a vrai dire, l’entre´e du circuit no n ne sert a` rien, et
aucune ope´ration boole´enne n’est exe´cute´e). Or une telle fonction peut
ne pas eˆtre calculable.
Pour un entier naturel k donne´, on note NCk la classe de toutes les
fonctions qui peuvent eˆtre calcule´es par une famille uniforme de circuits
boole´ens dans SD(nh, logk n) ou` h est un entier positif (par hypothe`se,
le circuit Cn a un nombre de portes d’entre´e polynomialement relie´ a`
n). L’uniformite´ est prise ici au sens le plus fort que nous avons conside´re´
au de´but de cette section. C’est la LOGSPACE uniformite´, c’est-a`-dire,
pour une famille de circuits (Cn)n∈N, l’existence d’une machine de Tu-
ring qui, pour l’entre´e n, donne en sortie le codage du circuit Cn en
utilisant un espace me´moire en O(log n).
On pose NC = ⋃k∈NNCk. Il s’agit d’un acronyme pour Nick’s Class
du nom de Nicholas Peppinger qui a propose´ cette classification des al-
gorithmes paralle`les.
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Alors NC ⊆ P mais l’inclusion dans l’autre sens (c’est-a`-dire l’e´ga-
lite´ des deux classes) est un proble`me ouvert, et il est conjecture´ que
l’inclusion est stricte.
On peut de´finir des notions analogues en complexite´ arithme´tique
([34, BCS]). Il serait alors the´oriquement ne´cessaire de distinguer dans
les notations la classe NC au sens de la complexite´ arithme´tique de
celle de´finie pre´ce´demment. En outre, en complexite´ arithme´tique on
peut exiger ou ne pas exiger l’uniformite´ de la famille de circuits, et on
peut aussi vouloir indiquer sur quel anneau commutatif on travaille.
Dans le cadre de cet ouvrage, nous ne de´sirons pas multiplier les
notations et nous garderons la notation NCk pour parler des famil-
les uniformes de circuits arithme´tiques en SD(nh, logk n), (ou` n est la
somme des parame`tres d’entre´e du circuit et h est un entier positif).
Nous demandons en outre que le degre´ de tous les polynoˆmes e´value´s aux
noeuds du circuit soit majore´ par un polynoˆme en n. Enfin, nous pren-
drons l’uniformite´ en un sens plus modeste : la famille des circuits doit
seulement eˆtre construite en temps polynomial. La seule vraie preuve
d’uniformite´ que nous faisons est d’ailleurs celle du the´ore`me 7.2, et la
construction que nous donnons n’est pas LOGSPACE (par contre, notre
re´sultat est plus pre´cis en ce qui concerne le temps de construction du
circuit arithme´tique).
La plupart des autres algorithmes de´veloppe´s dans cet ouvrage ont
une preuve d’uniformite´ plus simple, ou alors analogue a` celle donne´e
pour le the´ore`me 7.2.
Dans le cas des familles non ne´cessairement uniformes, qui ont e´te´
intensivemnt e´tudie´es par Valiant, nous utiliserons les notations VNCk
et VNC en complexite´ arithme´tique et BNCk et BNC en complexite´
boole´enne. (voir chapitres 12 et 13).
4.5 Machines paralle`les a` acce`s direct
Nous pre´sentons brie`vement dans cette section quelques mode`les de
(( machines )) susceptibles d’exe´cuter des familles de circuits, arithme´ti-
ques ou boole´ens. Nous ne de´velopperons pas cependant les questions de
la programmation pour les machines paralle`les concre`tes.
Le principal objet de la conception d’algorithmes paralle`les est la
re´duction du temps de calcul permettant de re´soudre un proble`me donne´
moyennant un nombre suffisant mais raisonnable de processeurs.
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4.5.1 Une ide´alisation des calculs paralle`les sur ordina-
teur
A de´faut de mode`le unique nous devons faire un choix. En algo-
rithmique se´quentielle la Machine a` Acce`s Direct ou (( Random Access
Machine )) (RAM) est une abstraction de l’ordinateur se´quentiel de Von
Neumann. Nous conside´rons ici le mode`le analogue en algorithmique
paralle`le, celui des machines paralle`les a` acce`s direct (Parallel Random
Access Machines) ou PRAM, qui constitue le mode`le (( standard )) (cf.
[CT, 36, 57]).
Une machine paralle`le a` acce`s direct ou PRAM est une machine
virtuelle (et un mode`le ide´al abstrait) compose´e d’un nombre illimite´
de processeurs partageant une me´moire commune, la me´moire globale ,
elle-meˆme constitue´e d’un nombre illimite´ de registres 9, auxquels ils ont
acce`s pour y lire ou pour y e´crire des donne´es ou des re´sultats de calcul.
Chaque processeur a sa propre me´moire locale suppose´e e´galement
de taille illimite´e, et inaccessible aux autres processeurs. Elle lui per-
met d’exe´cuter en une seule unite´ de temps ou e´tape de calcul la taˆche,
conside´re´e comme e´le´mentaire, compose´e de la suite d’instructions sui-
vantes :
– chercher ses ope´randes dans la me´moire globale ;
– effectuer l’une des ope´rations arithme´tiques {+,−,×} (et e´ventuel-
lement la division quand elle est permise) sur ces ope´randes ;
– e´crire le re´sultat dans un registre de la me´moire commune (ou globale).
Faisant abstraction de tous les proble`mes d’acce`s a` la me´moire glo-
bale, de communication et d’interconnexion entre processeurs, une unite´
de temps ou e´tape de calcul paralle`le dans un tel mode`le abstrait corres-
pond a` l’exe´cution simultane´e de cette taˆche par un certain nombre de
processeurs, les processeurs actifs , d’autres processeurs pouvant rester
inactifs.
L’exe´cution des taˆches par l’ensemble des processeurs actifs est syn-
chronise´e : une e´tape de´marre de`s que les ope´randes sont disponibles,
c’est-a`-dire au de´marrage du processus, quand chaque processeur sol-
licite´ puise ses donne´es dans la me´moire globale, ou de`s la fin d’une
e´tape quand chaque processeur actif a livre´ le re´sultat de son calcul, le
de´roulement de ce calcul e´tant lie´ aux contraintes de de´pendance entre
donne´es dans l’algorithme conside´re´.
9. Le nombre de processeurs ainsi que le nombre de registres de me´moire partage´e
sont habituellement fonctions de la taille du proble`me a` traiter.
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Il existe plusieurs variantes du mode`le PRAM selon le mode d’acce`s
a` la me´moire globale, concurrent ou exclusif.
Ce sera une PRAM-EREW 10 si la lecture ou l’e´criture dans un meˆme
registre n’est permise qu’a` un seul processeur a` la fois, une PRAM-
CREW 11 si la lecture est concurrente et l’e´criture exclusive, une PRAM-
ERCW si la lecture est exclusive et l’e´criture concurrente, et une PRAM-
CRCW si la lecture et l’e´criture simultane´es dans un meˆme registre de
la me´moire globale sont permises pour plusieurs processeurs a` la fois.
Dans les deux derniers cas, il faut e´viter que deux processeurs mettent
simultane´ment dans un meˆme registre des re´sultats diffe´rents, ce qui
donne d’autres variantes de machines PRAM selon le mode de gestion
de la concurrence d’e´criture (mode prioritaire, arbitraire, etc.).
Meˆme s’il existe une hie´rarchie entre ces diffe´rentes variantes, de
la (( moins puissante )) (EREW) a` la (( plus puissante )) (CRCW priori-
taire), ces mode`les PRAM sont en fait e´quivalents, pour la classe des
proble`mes qui nous inte´ressent, dans le sens ou` ils se rame`nent l’un a`
l’autre par des techniques de simulation (cf. [CT, 36, 57]).
Nous utiliserons pour la description et l’analyse des algorithmes qui
nous concernent, la variante PRAM-CREW dont la conception est
tre`s proche de la notion de circuit arithme´tique ou de programme d’e´va-
luation, puisqu’une PRAM-CREW peut eˆtre repre´sente´e par un circuit
arithme´tique dans lequel les nœuds d’entre´e repre´sentent les donne´es du
proble`me, et chacun des autres nœuds (internes) repre´sente aussi bien un
processeur actif (et l’ope´ration qu’il exe´cute) que le contenu d’un registre
de la me´moire globale correspondant au re´sultat de cette ope´ration.
Enfin la profondeur du circuit arithme´tique ou du programme d’e´va-
luation telle que nous l’avons de´finie pre´ce´demment (section 3.1) corres-
pond au nombre d’e´tapes du calcul paralle`le.
4.5.2 PRAM-complexite´ et Processeur-efficacite´
Plusieurs parame`tres permettent de mesurer ce que nous appellerons
la PRAM-complexite´ d’un algorithme donne´. Ces parame`tres sont :
– le temps paralle`le qui est e´gal au nombre d’e´tapes du calcul paral-
le`le et qui correspond au temps d’exe´cution de l’algorithme paralle`le ;
c’est aussi ce que l’on appelle la complexite´ paralle`le ou la profondeur
de l’algorithme ;
10. EREW comme (( Exclusive Read, Exclusive Write )).
11. CREW comme (( Concurrent Read, Exclusive Write )) etc.
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– le nombre de processeurs c’est-a`-dire le nombre maximum de proces-
seurs simultane´ment actifs durant une e´tape quelconque du calcul, sa-
chant qu’un processeur peut eˆtre sollicite´ durant une ou plusieurs e´tapes
successives ;
– le temps se´quentiel de l’algorithme c’est-a`-dire le nombre d’ope´rations
arithme´tiques qui interviennent dans le calcul ou, ce qui revient au
meˆme, le temps paralle`le si on ne disposait que d’un seul processeur,
ou encore la somme des nombres de processeurs actifs durant toutes les
e´tapes du calcul paralle`le. C’est ce que l’on appelle aussi la taille et
parfois meˆme la surface de calcul [CT] ou la complexite´ se´quentielle de
l’algorithme ;
– le travail potentiel ou la surface totale de l’algorithme qui est le produit
du nombre de processeurs utilise´s par le nombre d’e´tapes du calcul paral-
le`le, c’est-a`-dire le temps se´quentiel si tous les processeurs e´taient actifs
durant toutes les e´tapes du calcul.
On peut re´sumer la parfaite analogie des parame`tres jusqu’ici de´finis
entre PRAM-CREW, circuit arithme´tique et programme d’e´valuation
par le tableau suivant :
PRAM-CREW Programme d’Evaluation Circuit Arithme´tique
Temps paralle`le Profondeur Profondeur
Temps se´quentiel Longueur Taille
Nombre de processeurs Largeur Largeur
Tableau 4.5.2
Le nombre de processeurs dans une PRAM est l’e´quivalent de la largeur
dans un programme d’e´valuation, le temps se´quentiel dans une PRAM
est l’analogue de la longueur (ou la taille) d’un programme d’e´valuation,
et le temps paralle`le correspond a` la profondeur.
L’efficacite´ d’un algorithme est alors de´finie comme le rapport entre
le temps se´quentiel et le travail potentiel de cet algorithme, ou encore le
rapport entre surface de calcul et surface totale de l’algorithme conside´re´.
Pour revenir a` l’exemple de l’algorithme du pivot de Gauss (voir page
117), la PRAM-CREW qui re´alise cet algorithme peut eˆtre repre´sente´e
par le tableau suivant (rectangle de gauche) dont les lignes correspondent
aux 7 e´tapes successives du calcul et les colonnes aux processeurs (ceux
marque´s d’une croix sont les processeurs actifs au cours d’une e´tape
donne´e) :
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4 processeurs 2 processeurs
︷ ︸︸ ︷ ︷ ︸︸ ︷
Etape 1 −→ × × Etape 1 −→ × ×
Etape 2 −→ × × × × Etape 2 −→ × ×
Etape 3 −→ × × × × Etape 3 −→ × ×
Etape 4 −→ × × Etape 4 −→ × ×
Etape 5 −→ × Etape 5 −→ × ×
Etape 6 −→ × Etape 6 −→ × ×
Etape 7 −→ × Etape 7 −→ ×
− · − · · · · Etape 8 −→ ×
− · − · · · · Etape 9 −→ ×
Le meˆme algorithme peut eˆtre simule´ par une PRAM a` deux proces-
seurs (rectangle de droite) au lieu de quatre, moyennant une augmenta-
tion du nombre d’e´tapes (c’est-a`-dire un (( ralentissement )) des calculs)
avec 9 e´tapes au lieu de 7.
Pour chaque rectangle, la surface marque´e repre´sente la surface de
calcul ou le temps se´quentiel, la surface totale repre´sentant le travail
potentiel ; la longueur et la largeur du rectangle repre´sentent respective-
ment le temps paralle`le et le nombre de processeurs. L’efficacite´ de cet
algorithme passe de 15/28 quand il est re´alise´ par la PRAM initiale a`
15/18 avec la PRAM modifie´e c’est-a`-dire de 54 % a` 83 % environ.
Nous introduisons maintenant la notation classique suivante pour la
PRAM-complexite´ qui sera utilise´e dans la suite.
Notation 4.5.1 On note PRAM (p(n), t(n)) la classe des proble`mes de
taille n re´solus par un algorithme PRAM-CREW en O(t(n)) e´tapes,
avec O(p(n)) processeurs. Tout algorithme P qui, exe´cute´ sur une telle
machine, permet de re´soudre un proble`me de cette classe, est lui-meˆme
conside´re´, par abus de langage, comme appartenant a` cette classe, et on
dira que P est un algorithme PRAM (p(n), t(n)).
La Processeur-efficacite´ d’un algorithme repre´sente´ par une PRAM-
CREW est une notion relative [50, 51, 62] estime´e a` partir du temps
se´quentiel d’un algorithme choisi comme algorithme de re´fe´rence : il
s’agit en ce qui nous concerne, pour l’alge`bre line´aire, de l’algorithme de
la multiplication des matrices carre´es d’ordre n suppose´ eˆtre re´alise´ par
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une PRAM-CREW en log n e´tapes, avec M(n) processeurs. On peut
e´videmment supposer M(n) = O(n3) et M(n) = Ω(n2).
De´finition 4.5.2 Un algorithme P est dit processeur-efficace (par rap-
port a` un algorithme de re´fe´rence de temps se´quentiel S(n)) s’il existe
k,m ∈ N∗ tels que P soit dans PRAM (S(n) logm(n), logk(n)).
Nous verrons plus loin des exemples d’algorithmes (( processeur-effi-
caces )) (comme celui de l’inversion des matrices fortement re´gulie`res,
page 195) pour lesquels on prend comme algorithme de re´fe´rence celui de
la multiplication usuelle (resp. rapide) des matrices carre´es n×n re´alise´e
par un circuit arithme´tique en SD(n3, log n) (resp. SD(nα, log n) pour
α < 3).
4.5.3 Le principe de Brent
Le principe de Brent affirme qu’on peut re´partir intelligemment le
travail entre les diffe´rentes e´tapes d’un calcul paralle`le, afin de diminuer
de manie`re significative la proportion des processeurs inactifs (cf. [10]
lemme 2.4).
Proposition 4.5.3 Un algorithme paralle`le dont le temps se´quentiel sur
une PRAM est e´gal a` s(n) et dont le temps paralle`le est e´gal a` t(n) peut
eˆtre simule´ sur une PRAM utilisant p processeurs et bs(n)/pc + t(n)
e´tapes de calcul sans changer le temps se´quentiel.
Preuve. Supposons, en effet, qu’un calcul paralle`le peut eˆtre effectue´
en t(n) e´tapes paralle`les a` raison de mi ope´rations arithme´tiques de
base par e´tape. Si l’on imple´mente directement ce calcul sur une PRAM
pour eˆtre exe´cute´ en t(n) e´tapes, le nombre de processeurs utilise´s sera
alors e´gal a` m = max {mi | 1 ≤ i ≤ t(n)}. En prenant p processeurs au
lieu de m avec p < m (pour le cas p ≥ m, la proposition est triviale)
on peut exe´cuter le meˆme calcul en faisant effectuer les mi ope´rations
de base de la i - e`me e´tape par les p processeurs en dmi/pe e´tapes, et
comme dmi/pe ≤ bmi/pc+ 1 le nombre total d’e´tapes avec une PRAM
a` p processeurs n’exce`dera pas
t(n)∑
i=1
(bmi/pc+ 1) ≤ t(n) +
t(n)∑
i=1
mi/p
 ≤ t(n) + bs(n)/pc .
uunionsq
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Ce principe est tre`s utile lorsque le temps paralle`le t(n) est ne´gli-
geable (quand n → ∞) devant le temps se´quentiel s(n) de l’algo-
rithme puisqu’on peut pratiquement diviser le nombre de processeurs
par t(n) en doublant simplement le temps d’exe´cution paralle`le de
l’algorithme : on prend p = ds(n)/t(n)e. Par exemple, un algorithme
SD(nα, logk(n)) ou` α est un re´el positif et k un entier naturel quel-
conque, donne par application de ce principe de Brent un algorithme
PRAM (nω/ logk(n), logk(n)).
Cela permet dans la pratique, au prix d’un ralentissement relatif
(multiplication du temps de calcul par une petite constante), d’ame´liorer
l’efficacite´ d’un algorithme paralle`le en diminuant le temps d’inactivite´
des processeurs par une re´duction du rapport entre le travail poten-
tiel (i.e. la surface totale) et le travail re´el (i.e. la surface de calcul),
et ceci par une re´organisation des calculs dans le sens d’une meilleure
re´partition des processeurs entre les e´tapes paralle`les.
Nous en de´duisons la proprie´te´ suivante qui relie la complexite´ des
circuits arithme´tiques a` celle des PRAM.
Proposition 4.5.4 Un algorithme paralle`le en SD(f(n), g(n)) est un
algorithme PRAM (f(n)/g(n), g(n)). Inversement, tout algorithme dans
PRAM (p(n), t(n)) est un algorithme en SD(p(n)t(n), t(n)).
Remarque. Dire qu’un algorithme est processeur-efficace par rapport
a` un algorithme de re´fe´rence de temps se´quentiel S(n) revient a` dire
qu’il est SD(S(n) logm(n), logk(n)) pour un couple (m, k) ∈ N∗ × N∗.

5. Diviser pour gagner
Introduction
Dans ce chapitre, nous pre´sentons une approche bien connue sous le
nom de (( divide and conquer )) que l’on peut traduire par (( diviser pour
re´gner )) auquel nous pre´fe´rons le concept (( diviser pour gagner )) parce
que mieux adapte´, nous semble-t-il, au calcul paralle`le.
Apre`s en avoir donne´ le principe ge´ne´ral nous l’utilisons pour e´tudier
deux proble`mes classiques de l’algorithmique paralle`le que nous serons
amene´s a` utiliser dans la suite :
– le calcul du produit de n e´le´ments d’un mono¨ıde ;
– le proble`me du calcul paralle`le des pre´fixes ((( Parallel Prefix Al-
gorithm )))
Pour ce dernier proble`me, nous de´velopperons, en plus de l’algorith-
me classique, une me´thode re´cursive due a` Ladner & Fischer [64] pour
obtenir une famille de circuits de taille line´aire et de profondeur loga-
rithmique. C’est le meilleur re´sultat connu a` l’heure actuelle.
Nous appliquerons la strate´gie (( diviser pour gagner )) en plusieurs
autres occasions dans les chapitres suivants, notamment pour les multi-
plications rapides de matrices et de polynoˆmes et pour l’alge`bre line´aire
rapide sur les corps.
5.1 Le principe ge´ne´ral
L’approche (( diviser pour gagner )) s’applique pour re´soudre une
famille de proble`mes (Pn)n∈N. Elle consiste a` (( diviser )) le proble`me
nume´ro n en q (q ≥ 2) sous-proble`mes du style Pm avec m < n, aux-
quels on peut appliquer, en paralle`le et de manie`re re´cursive, le meˆme
algorithme que celui qui permet de re´soudre le proble`me initial, pour
re´cupe´rer ensuite le re´sultat final a` partir des solutions des sous-proble`-
mes.
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Le parame`tre entier q repre´sente le nombre des sous-proble`mes qui
seront traite´s en paralle`le. Lorsqu’il ne de´pend pas de n, il s’appelle le
degre´ de paralle´lisme de l’algorithme ainsi obtenu.
Une telle approche re´cursive de conception d’algorithmes permet
souvent d’apporter une solution efficace a` un proble`me dans lequel les
q sous-proble`mes Pm sont des copies re´duites du proble`me initial, et
avec m sensiblement e´gal (a` dn/pe par exemple, ou` p est un entier
donne´ ≥ 2).
Cette me´thode nous permet e´galement d’analyser la complexite´ de
l’algorithme qu’elle produit et de calculer des majorants asymptotiques
de la taille et de la profondeur du circuit arithme´tique correspondant,
avec une estimation pre´cise de la constante cache´e du (( grand O )).
En effet, supposons que le proble`me a` traiter est le proble`me no n =
m0 p
ν (m0, p, ν ∈ N∗) et qu’il peut eˆtre scinde´ en q sous-proble`mes Pm
avec m = m0 p
ν−1, suceptibles d’eˆtre traite´s en paralle`le. Remarquons
tout de suite que q est un entier ≥ 2 de´pendant e´ventuellement de ν :
c’est pourquoi on e´crira, dans le cas ge´ne´ral, q = q(ν).
Le couˆt κˆ(ν) = (τ(ν), pi(ν)) de cet algorithme ou` τ(ν) (resp. pi(ν))
de´signe la taille (resp. la profondeur) du circuit correspondant, se calcule
par re´currence sur ν a` l’aide des formules suivantes :{
τ(ν) = q(ν) τ(ν − 1) + τ ′(ν)
pi(ν) = pi(ν − 1) + pi′(ν) (5.1)
ou` τ ′(ν) (resp. pi′(ν)) repre´sente la taille (resp. la profondeur) des cir-
cuits correspondant a` la double ope´ration de partitionnement du pro-
ble`me et de re´cupe´ration de sa solution a` partir des solutions partielles.
L’absence du facteur q dans l’e´galite´ exprimant la profondeur pi est
due au fait que les q sous-proble`mes, de meˆme taille, sont traite´s en
paralle`le avec des circuits de profondeur maximum pi(ν − 1).
Si l’on se donne τ(0) et pi(0) le syste`me (5.1) ci-dessus admet pour
solution :
τ(ν) = q(1) q(2) · · · q(ν) τ(0) +
ν∑
i=1
[∏ν
j=i+1
q(j)
]
τ ′(i)
pi(ν) = pi(0) +
ν∑
i=1
pi′(i)
(5.2)
Dans le cas ou` q = q(ν) est une constante, sachant que la profondeur,
ne de´pendant pas de q, reste la meˆme, le syste`me (5.2) devient (5.3)
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ci-dessous. Nous rappelons pre´cise´ment les hypothe`ses dans l’e´nonce´ qui
suit.
Proposition 5.1.1 Soient m0, p, q ∈ N∗ fixe´s et ν ∈ N∗ variable.
Nous supposons que le proble`me a` traiter est le proble`me Pn avec n =
m0 p
ν et qu’il peut eˆtre scinde´ en q sous-proble`mes de type Pm avec
m = m0 p
ν−1, suceptibles d’eˆtre traite´s en paralle`le. Nous notons τ ′(ν)
(resp. pi′(ν)) la taille (resp. la profondeur) des circuits correspondant a`
la double ope´ration de partitionnement du proble`me et de re´cupe´ration
de sa solution a` partir des solutions partielles. Enfin τ0 et pi0 sont la
taille et la profondeur d’un circuit qui traite le proble`me Pm0. Alors la
taille et profondeur d’un circuit produit en utilisant la me´thode (( diviser
pour gagner )) sont :{
τ(ν) = qν τ0 +
∑ν
i=1 q
ν−i τ ′(i)
pi(ν) = pi0 +
∑ν
i=1 pi
′(i)
(5.3)
En particulier si τ ′(ν) = O(nr) avec r 6= log q et pi′(ν) = O(ν`) on
obtient : {
τ(ν) = O(qν) = O(nsup(r,log q))
pi(ν) = O(ν`+1) = O(log`+1 n) (5.4)
Donnons un aperc¸u rapide sur quelques cas particuliers significatifs
que nous allons traiter dans la suite.
Dans le calcul paralle`le des pre´fixes section 5.3, nous avons de manie`re
naturelle p = q = 2, r = 1 et ` = 0 ce qui conduit a` une famille de
circuits en SD(n log n, log n), et nous verrons qu’on peut encore tre`s
le´ge`rement ame´liorer la borne sur la taille.
Dans la multiplication des polynoˆmes a` la Karatsuba section 6.1,
nous avons p = 2, q = 3, r = 1 et ` = 0 ce qui conduit a` une famille
de circuits en SD(nlog 3, log n).
Dans la multiplication rapide des matrices a` la Strassen section 7.1,
nous avons p = 2, q = 7, r = 2 et ` = 0 ce qui conduit a` une famille
de circuits en SD(nlog 7, log n).
Enfin pour l’inversion des matrices triangulaires section 7.2, nous
avons p = 2, q = 2, r = α et ` = 1 ce qui conduit a` une famille de
circuits en SD(nα, log2 n).
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5.2 Circuit binaire e´quilibre´
L’approche (( diviser pour gagner )), applique´e a` ce premier proble`-
me, nous donne la construction d’un type particulier de circuits arith-
me´tiques de taille line´aire et de profondeur dlog ne que l’on appelle les
circuits binaires e´quilibre´s ((( Balanced Binary Trees ))).
Un circuit binaire e´quilibre´ est un circuit arithme´tique prenant en
entre´e une liste (x1, x2, . . . , xn−1, xn) de n e´le´ments d’un mono¨ıde M
(loi associative note´e ∗ avec e´le´ment neutre note´ 1) et donnant en sortie
le produit Π = x1 ∗ x2 ∗ · · · ∗ xn−1 ∗ xn.
On peut supposer n = 2ν ou` ν ∈ N∗ quitte a` comple´ter la liste
donne´e par 2dlogne − n e´le´ments e´gaux a` 1, ce qui ne change pas le
re´sultat.
Le circuit est de´fini de manie`re re´cursive en divisant le proble`me en
deux sous-proble`mes de taille 2ν−1, qui correspondent a` deux (( sous-cir-
cuits )) acceptant chacun en entre´e une liste de taille moitie´.
Ces deux sous-circuits calculent respectivement et en paralle`le les
deux produits partiels Π1 = x1∗· · ·∗x2ν−1 et Π2 = x2ν−1+1∗· · ·∗x2ν . On
re´cupe`re ensuite le produit Π en multipliant ces deux produits partiels.
Ainsi un circuit binaire e´quilibre´ pour une entre´e de taille 2ν est
de´fini par re´currence sur ν : pour ν = 0 c’est le circuit trivial C0 de
taille profondeur nulles. Pour ν ≥ 1, le circuit Cν prend en entre´e une
liste de longueur 2ν , fait agir deux copies du circuit Cν−1 pour calculer
Π1 et Π2 qu’il utilise pour re´cupe´rer le re´sultat final Π = Π1 ∗ Π2
(comme l’indique la figure 5.1 page ci-contre). Si l’on note τ(ν) et pi(ν)
la taille et la profondeur du circuit Cν , on obtient les relations :{
τ(ν) = 2τ(ν − 1) + 1 avec τ(0) = 0
pi(ν) = pi(ν − 1) + 1 avec pi(0) = 0
qui admet la solution exacte :{
τ(ν) = 2ν − 1
pi (ν) = ν .
(5.5)
Proposition 5.2.1 Un circuit binaire e´quilibre´ qui prend en entre´e une
liste une liste (x1, x2, . . . , xn−1, xn) dans un mono¨ıde M et donne en
sortie le produit Π = x1 ∗x2 ∗ · · · ∗xn−1 ∗xn est un circuit arithme´tique
de profondeur dlog ne. Il est de taille n − 1 si n est une puissance de
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pi
2
2 ν   en tré e s
2 ν − 1   en tré es 2
ν − 1
  en tré e s
. . ..
. . ..
ν − 1 ν − 1
pi
1
pi
Figure 5.1 – Construction re´cursive du circuit binaire e´quilibre´ Cν
(a` partir du circuit binaire e´quilibre´ Cν−1)
2, et cette taille est en tous cas majore´e par 2n− 3 lorsque n n’est pas
une puissance de 2.
Notons qu’on peut trouver une majoration le´ge`rement meilleure de la
taille pour n > 3.
5.3 Calcul paralle`le des pre´fixes
E´tant donne´e une liste de n e´le´ments x1, x2, . . . , xn (ou n -uplet)
d’un mono¨ıde (M, ∗, 1) dont la loi (en ge´ne´ral non commutative) est
note´e multiplicativement et dont l’e´le´ment neutre est note´ 1, le proble`-
me du calcul des pre´fixes consiste a` calculer les produits partiels
Πk =
∏k
i=1
xi pour (1 ≤ k ≤ n).
La solution na¨ıve de ce proble`me donne un circuit de taille n − 1
(c’est la taille minimum) et de profondeur n− 1.
Premie`re me´thode de paralle´lisation
Il est facile de voir que ce calcul peut eˆtre paralle´lise´ pour obtenir
un circuit de profondeur dlog ne.
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On peut toujours supposer n = 2ν ou` ν = dlog ne ∈ N∗, quitte a`
comple´ter la liste donne´e par 2dlogne − n copies de l’e´le´ment neutre 1.
Ce proble`me peut se de´composer en deux sous-proble`mes de taille
n/2 = 2ν−1 qui seront traite´s en paralle`le :
• le calcul des pre´fixes pour la liste x1, x2, . . . , x2ν−1 ;
• le calcul des pre´fixes pour la liste y1, y2, . . . , y2ν−1 ou` yi = x2ν−1+i
pour 1 ≤ i ≤ 2ν−1.
La solution du proble`me principal est ensuite obtenue par multiplica-
tion du produit Π2ν−1 , faisant partie de la solution du premier sous-pro-
ble`me, par les 2ν−1 produits partiels des yi qui constituent la solution
du second sous-proble`me. Cette dernie`re e´tape de re´cupe´ration augmente
par conse´quent de 2ν−1 multiplications la taille du circuit et de 1 sa pro-
fondeur.
Pour le cas n = 7 par exemple (on prend n = 8 pour avoir une
puissance de 2 et on fait x8 = 1), on obtient le circuit 5.1 qui montre le
de´roulement de cette proce´dure pour le calcul des sept (ou huit) produits
Π1 = x1 , Π2 = x1∗x2 , Π3 = x1∗x2∗x3 , . . . , Π7 = x1∗x2∗· · ·∗x7 (Π8 =
Π7 puisque x8 = 1). Applique´es a` notre proble`me, les relations (5.3)
x
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             x
4
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5
            x
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                   x
7
     (x
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6
        
7
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7
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E ta p e  2
E ta p e  1
E ta p e  3
Circuit 5.1: Calcul Paralle`le des Pre´fixes pour n = 7
donnent la taille et la profondeur du circuit arithme´tique correspondant
au calcul paralle`le des pre´fixes pour une liste donne´e de taille 2ν .
Il suffit en effet de faire p = q = 2, τ ′ (i) = 2i−1, pi′ (i) = 1 (pour
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i ≥ 1) et τ(0) = pi(0) = 0 pour obtenir :
τ(ν) =
ν∑
i=1
2ν−i2i−1 = ν 2ν−1 =
n
2
log n, et pi(ν) =
ν∑
i=1
1 = ν = log n.
Ainsi le proble`me du calcul des pre´fixes pour une liste de n e´le´ments
se paralle´lise bien, et il admet une solution en SD(n log n, log n) ou
encore, en utilisant le principe de Brent (proposition 4.5.3), une solution
qui est PRAM (n, log n).
Ladner & Fischer [64] obtiennent un meilleur re´sultat en donnant
une construction re´cursive d’un circuit en SD(n, log n). C’est ce que
nous allons de´velopper au paragraphe suivant.
Ame´lioration du calcul des pre´fixes (Ladner & Fischer)
E´tant donne´s un mono¨ıde (M, ∗, 1), un entier n ≥ 2, et x1, . . . , xn
dans M, nous allons construire, a` l’instar de Ladner & Fischer [64]
deux familles de circuits (Pk (n))n∈N∗ de tailles Sk (n) (k ∈ {0, 1})
majore´es respectivement par 4n et 3n et de profondeurs respectives
D0 (n) = dlog ne et D1 (n) = dlog ne + 1 qui calculent les pre´fixes
Π1,Π2, . . . ,Πn du n-uplet (x1, x2, . . . , xn).
Cette construction se fait conjointement et de manie`re re´cursive a`
partir du circuit trivial P0 (1) = P1 (1) re´duit a` une seule porte (la
porte d’entre´e). La figure 5.2 page suivante montre le de´roulement de
cette construction re´cursive conjointe des deux familles (P0 (n))n∈N∗ et
(P1 (n))n∈N∗ .
Construction de la famille (P0 (n))n∈N∗
On de´finit re´cursivement le circuit P0 (n) a` partir des circuits P1 (bn2 c)
et P0 (dn2 e) applique´s respectivement aux entre´es (x1, . . . , xbn2 c) et
(xbn
2
c+1, . . . , xn) qui forment une partition de la liste donne´e (x1, . . . , xn).
Comme P1 (bn2 c) calcule Π1,Π2, . . . ,Πbn2 c, il suffit d’effectuer en pa-
ralle`le et en une seule e´tape les dn2 e multiplications de Πbn2 c par les d
n
2 e
sorties de P0 (dn2 e) pour avoir les pre´fixes Πbn2 c+1,Πbn2 c+2, . . . ,Πn et
par conse´quent tous les pre´fixes Π1,Π2, . . . ,Πn de la liste (x1, . . . , xn).
Partant du circuit trivial P0 (1) = P1 (1), la figure 5.3 page 167
illustre cette construction.
La construction du circuit (P1 (n)), quant a` elle, se fait a` partir du
circuit P0 (bn2 c), elle est illustre´e par la figure 5.4 page 168.
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P1 (1)
2 ≤ m0 < 4
4 ≤ m1 < 8
2p-1 ≤ mp-1 < 2p
2p ≤ mp < 2p+1
P0 (mp-1)
P0 (mp)
P1 (mp-1)
P0 (1)
... ...
... ...
P0 (m0) P1 (m0)
P1 (m1)P0 (m0)
P1 (mp)
Figure 5.2 – Sche´ma de la construction re´cursive des circuits
(Pk (n))n∈N
(k ∈ {0, 1}, (mp = 2mp−1 pour 1 ≤ p ≤ dlog ne)
Construction de la famille (P1 (n))n∈N∗
• On commence par calculer en paralle`le (c’est-a`-dire en une seule e´tape)
les produits x1 ∗x2, x3 ∗x4, · · · , x2p−1 ∗x2p (ou` p = bn2 c) d’un e´le´ment
de rang impair par l’e´le´ment suivant (de rang pair) dans la liste donne´e
(x1, . . . , , xn) (n = 2p si n est pair et n = 2p+ 1 si n est impair).
• A` ce p-uplet on applique le circuit P0 (bn2 c) = P0 (p) pour obtenir en
sortie les p pre´fixes de longueur paire : Π2, Π4, . . . , Π2p.
• On multiplie enfin, et en paralle`le, les pre´fixes Π2,Π4, . . . ,Π2p res-
pectivement par les entre´es (x3, x5, . . . , x2p−1 (et e´ventuellement x2p+1
si n est impair) pour obtenir, en plus de Π1 (Π1 = x1 est de´ja` donne´),
les autres pre´fixes de longueur impaire : Π3, Π5, . . . , Π2p−1 (et e´ventu-
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n  entrées
n/2  entrées  n/2  entrées
.... ....
P0 ( n/2 )
pi
pin
P1 ( n/2 )
pi1 pi2 n/2... ...
Figure 5.3 – Construction re´cursive des circuits P0 (n).
ellement Π2p+1 si n est impair).
On obtient ainsi le circuit arithme´tique paralle`le P1 (n) a` partir du
circuit P0 (bn2 c) en ajoutant au maximum deux e´tapes (a` l’entre´e et a`
la sortie) comportant au total n − 1 ope´rations arithme´tiques (2p − 1
si n est pair et 2p si n est impair).
Les circuits 5.2 page 169 sont des exemples de circuits P0 (n) et
P1 (n) pour quelques valeurs de n.
Analyse de la complexite´ des circuits
Si l’on note Sk(n) (resp. Dk(n)) la taille (resp. la profondeur) du circuit
Pk (n) pour n ≥ 2 et k ∈ {0, 1}, cette construction re´cursive donne les
relations suivantes :
– Pour la taille :{
S1(n) = S0(bn2 c) + n− 1
S0(n) = S1(bn2 c) + S0(dn2 e) + dn2 e
(5.6)
– Pour la profondeur :{
D1(n) ≤ D0(bn2 c) + 2
D0(n) = max {D0(b12bn2 cc) + 1 , D0(dn2 e)} + 1
(5.7)
168 5. Diviser pour gagner
Pk-1 ( n/2 )
pi1
x2p-1 x2p x2p+1
...
...
...pi3 pi5 pi2p-1 pi2p+1
...
pi2p
...
n/2  entrées
n/2  sorties
∗ ∗
∗
Dernière
Etape
Première
Etape
x2x1 x4x3 x5
∗∗
∗∗
pi4
pi2
pi2p-2
...
Figure 5.4 – Construction du circuit P1 (n) a` partir du circuit P0 (bn2 c)
(p = bn2 c et les 2 lignes en pointille´ sont absentes si n est pair)
avec Sk(1) = Dk(1) = 0 pour tout k ∈ {0, 1}.
Il faut remarquer que l’ine´galite´ D1(n) ≤ D0(bn2 c) + 2 dans (5.7)
peut eˆtre stricte (voir par exemple le circuit P1 (6) dans les circuits 5.2
page ci-contre pour s’en convaincre).
La deuxie`me e´quation dans (5.7) est justifie´e par le fait que, dans
le circuit P0 (n), le nœud correspondant au produit Πbn
2
c – dont on a
besoin pour calculer en une e´tape supple´mentaire les autres pre´fixes – se
trouve exactement a` la profondeur D0 (b12bn2 cc) + 1 dans le sous-circuit
P1 (bn2 c) de P0 (n) qui calcule ce produit.
Il est facile de voir, a` partir des e´quations (5.7), par une re´currence
imme´diate sur n, que les profondeurs Dk(n) des circuits Pk (n) pour
k ∈ {0, 1} ve´rifient :
D0(n) = dlog ne et D1 (n) ≤ dlog ne+ 1 .
Pour calculer les tailles des circuits a` partir des e´quations (5.6), nous
allons d’abord conside´rer le cas ou` n est une puissance de 2 en faisant
n = 2ν ou` ν = dlog ne.
Posant τk(ν) = Sk(2
ν) avec τk(0) = 0 pour k ∈ {0, 1} les e´quations
(5.6) deviennent :
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Circuit 5.2: Circuits P0 (n) , P1 (n) pour quelques valeurs de n.
{
τ0(ν) = τ0(ν − 1) + τ0(ν − 2) + 2ν − 1
τ1(ν) = τ1(ν − 1) + τ1(ν − 2) + 3.2ν−2 .
(5.8)
Posant u0(ν) = 4.2
ν +1−τ0(ν) et u1(ν) = 3.2ν−τ1(ν), les relations
(5.8) permettent de ve´rifier que uk(ν + 2) = uk(ν + 1) + uk(ν) (ν ∈ N,
k ∈ {0, 1}). Comme u0(0) = 5 , u0(1) = 8 , u1(0) = 3 et u1(1) = 5 , on
en de´duit que :
u0(ν) = F (ν + 5) et u1(ν) = F (ν + 4)
ou` (F (ν))ν∈N est la suite de Fibonacci 1. Par conse´quent :
1. La suite de Fibonacci est de´finie par F (0) = 0, F (1) = 1 et la relation F (ν +
2) = F (ν + 1) + F (ν) pour tout ν ∈ N.
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{
τ0(ν) = 4.2
ν + 1− F (ν + 5)
τ1(ν) = 3.2
ν − F (ν + 4) . (5.9)
qui donne, lorsque n est une puissance de 2, les majorations souhaite´es.
Dans le cas contraire, il est facile – en utilisant directement les relations
(5.7) – d’obtenir, par re´currence sur n, les majorations suivantes vraies
pour tout n ≥ 2 :
S0(n) ≤ 4n− 7 et S1(n) ≤ 3n− 3 .
Ce qui donne le re´sultat suivant de Ladner & Fischer ([64]) qui
montre que le calcul des pre´fixes est PRAM (n/ log n, log n) :
The´ore`me 5.1 (Ladner & Fischer) Le calcul des pre´fixes d’une liste
de n e´le´ments dans un mono¨ıde (non ne´cessairement commutatif) se
fait par un circuit arithme´tique paralle`le de profondeur dlog ne et de
taille infe´rieure a` 4n et aussi par un circuit arithme´tique paralle`le de
profondeur 1 + dlog ne et de taille infe´rieure a` 3n.
6. Multiplication rapide
des polynoˆmes
Introduction
Soit A un anneau commutatif unitaire et A[X] l’anneau des poly-
noˆmes a` une inde´termine´e sur A.
Le produit de deux polynoˆmes A =
∑n
i=0 aiX
i et B =
∑m
i=0 biX
i
est de´fini par
C = AB =
m+n∑
k=0
ckX
k avec ck =
k∑
i=0
aibk−i pour 0 ≤ k ≤ m+ n .
L’algorithme usuel pour le calcul des coefficients du polynoˆme C cor-
respond a` un circuit arithme´tique de profondeur O(logm) (si l’on sup-
pose m ≤ n) et de taille O(mn) avec pre´cise´ment (m+ 1) (n+ 1) mul-
tiplications et mn additions dans l’anneau de base A. Pour m = n,
cela donne un algorithme en SD(n2, log n).
Dans les trois premie`res sections nous exposons deux fac¸ons d’ame´-
liorer la multiplication des polynoˆmes.
Dans la section 6.1 nous expliquons la me´thode de Karatsuba, facile
a` imple´menter pour n’importe quel anneau commutatif, avec un re´sultat
en SD(nlog 3, log n).
Un bien meilleur re´sultat est obtenu en SD(n log n, log n) graˆce a` la
transformation de Fourier discre`te ([AHU, Knu]) pour un anneau auquel
s’applique une telle transformation. Ceci fait l’objet des sections 6.2 et
6.3.1.
Dans la section 6.3.2 nous exposons une ame´lioration due a` Cantor
et Kaltofen [13] qui ont e´tendu le re´sultat a` tout anneau commutatif
unitaire en exhibant un algorithme en SD(n log n log logn, log n) (avec
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le meˆme nombre de multiplications dans l’anneau de base, le facteur
log logn e´tant duˆ a` l’augmentation du nombre d’additions). Pour re´aliser
ce travail il a fallu l’adjonction de racines principales de l’unite´ a` l’anneau
conside´re´. On peut comparer la borne obtenue avec la meilleure borne
infe´rieure actuellement connue, qui est O(n).
Dans la section 6.4 nous donnons le lien entre la multiplication des
polynoˆmes et celle des matrices de Toeplitz triangulaires infe´rieures.
Nous en de´duisons un re´sultat de complexite´ inte´ressant concernant le
produit d’une matrice de Toeplitz arbitraire par une matrice arbitraire.
6.1 Me´thode de Karatsuba
Conside´rons deux polynoˆmes arbitraires A et B et leur produit C.
Si les polynoˆmes A et B sont de degre´ < d (de´termine´s chacun par
d coefficients), leur produit C = AB peut eˆtre calcule´ en appliquant
directement la formule qui le de´finit. Il y a alors d2 multiplications et
(d− 1)2 additions. Les d2 multiplications peuvent eˆtre calcule´es en une
seule e´tape de calcul paralle`le et les 2d−1 coefficients de C sont ensuite
calcule´s en dlog de e´tapes paralle`les (le coefficient re´clamant l’addition
la plus longue est celui de degre´ d− 1).
Une premie`re fac¸on d’ame´liorer cette multiplication est d’adopter
une de´marche re´cursive base´e sur le fait que le produit de deux polynoˆ-
mes de degre´ 1 peut s’effectuer avec seulement 3 multiplications au lieu
de 4 (le nombre d’additions/soustractions passant de 1 a` 4). En effet, on
peut calculer a+ bX + cX2 = (a1 + a2X) (b1 + b2X) en posant :
a = a1b1, c = a2b2, b = (a1 + a2) (b1 + b2)− (a+ c), (6.1)
ce qui correspond a` un circuit arithme´tique de profondeur totale 3, de
largeur 4 et de profondeur multiplicative 1.
Conside´rons maintenant deux polynoˆmes arbitraires A et B et leur
produit C . Ces polynoˆmes s’e´crivent de manie`re unique, sous la forme :
A = A1(X
2) +X A2(X
2)
B = B1(X
2) +X B2(X
2)
C = C1(X
2) +X C2(X
2)
avec C1 = A1B1 + X A2B2 et C2 = A1B2 + A2B1. Si A1, B1, A2, B2
sont de degre´s ≤ k− 1 (avec k coefficients) alors A et B sont de degre´
≤ 2k − 1 (avec 2k coefficients).
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Supposons qu’un programme d’e´valuation Kara(k) calcule les coef-
ficients du produit de deux polynoˆmes arbitraires de degre´ ≤ k − 1,
avec une profondeur multiplicative e´gale a` µ(k), une profondeur totale
e´gale a` pi(k), une largeur e´gale a` λ(k), un nombre de multiplications
e´gal a` m(k), un nombre d’additions/soustractions e´gal a` a(k), et donc
avec pour nombre total d’ope´rations arithme´tiques s(k) = a(k) + m(k).
L’utilisation des e´quations (6.1) donne un circuit arithme´tique Kara(2k)
que nous avons de´crit sche´matiquement dans le programme d’e´valua-
tion 6.1.
Programme d’e´valuation 6.1 Kara(2k)
Entre´e : Les 4k coefficients dans A (un anneau commutatif arbitraire)
de deux polynoˆmes de degre´ < 2k : A(X) = A1(X
2) + X A2(X
2) et
B(X) = B1(X
2) +X B2(X
2).
Sortie : Les coefficients du produit des deux polynoˆmes : C(X) = C1(X2)+
X C2(X
2).
De´but
profondeur 1 :
D1 := A1 +A2 ; D2 := B1 +B2
profondeur pi(k) :
D3 := Kara
(k)(A1, B1) ; D4 := Kara
(k)(A2, B2)
profondeur pi(k) + 1 :
D5 := Kara
(k)(D1, D2) ; D6 := D3 +D4 ; C1 := D3 +XD4
profondeur pi(k) + 2 :
C2 := D5 −D6
Fin.
Notez que la ligne e´crite avec la profondeur pi(k) repre´sente la dernie`re
ligne des deux programmes d’e´valuation Kara(k)(A1, B1) et Kara
(k)(A2,
B2), qui ont de´marre´ en paralle`le avec les deux affectations indique´es sur
la ligne de profondeur 1. Sur la ligne e´crite avec la profondeur pi(k) +1, la
premie`re affectation correspond a` la dernie`re ligne du programme d’e´va-
luation Kara(k)(D1, D2) qui a commence´ a` la profondeur 2, tandis que
les deux autres affectations sont effectue´es a` la profondeur pi(k) + 1.
On constate donc que lorsqu’on passe de Kara(k) a` Kara(2k) selon
la me´thode de´crite dans le programme d’e´valuation 6.1 :
– la profondeur passe de pi(k) a` pi(2k) = pi(k) + 2,
– la profondeur multiplicative n’a pas change´ (µ(2k) = µ(k)),
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– la largeur passe de λ(k) a` λ(2k) = sup(3λ(k), λ(k) + 4k − 2),
– le nombre de multiplications est maintenant m(2k) = 3m(k),
– le nombre d’additions/soustractions ( 1) est a(2k) = k+k+3a(k) +
(2k − 1) + (2k − 2) + (2k − 1) = 3a(k) + 8k − 4,
– et le nombre total d’ope´rations arithme´tiques passe de s(k) a`
s(2k) = 3s(k) + 8k − 4.
En comparaison, pour la multiplication usuelle des polynoˆmes, le
nombre de multiplications passe de m˜(k) = k2 a` m˜(2k) = 4k2 = 4m˜(k), le
nombre d’additions/soustractions de a˜(k) = (k−1)2 a` a˜(2k) = (2k−1)2 =
4a˜(k) + 4k − 3 et le nombre total d’ope´rations arithme´tiques de s˜(k) a`
s˜(2k) = 4s˜(k) + 4k − 3.
Si on veut minimiser le nombre de multiplications on initialisera la
processus re´cursif avec Kara(1) (le produit de deux constantes) et on
mettra en place les circuits arithme´tiques successifs Kara(2), Kara(4),
Kara(8), . . ., Kara(2
ν) selon la proce´dure de´crite ci-dessus. Le circuit
Kara(2
ν) = Karaν est ensuite utilise´ pour le produit de deux polynoˆmes
de degre´s < n = 2ν et ≥ 2ν−1. Pour deux polynoˆmes de degre´ exacte-
ment n−1 on aura ainsi remplace´ le circuit arithme´tique usuel qui utilise
4ν = n2 multiplications par un circuit arithme´tique Kara(n) = Karaν
qui utilise 3ν = nlog 3 ' n1.585 multiplications 2. Le gain concernant le
nombre total d’ope´rations arithme´tiques est du meˆme style. En notant
sν pour s
(n), on passe en effet de sν a` sν+1 = 3 sν + 8.2
ν − 4. Les
premie`res valeurs de sν sont s0 = 1, s1 = 7, s2 = 33 et la relation de
re´currence se re´soud avec l’aide de Maple en :
sν = 7 · 3ν − 8 · 2ν + 2.
En fait sν devient meilleur que 4
n + (2n− 1)2 a` partir de ν = 4 (pour
des polynoˆmes de degre´ 15). Enfin, concernant la largeur λν du circuit
arithme´tique Karaν , la re´solution de la re´currence donne λν = 2 · 3ν
pour ν ≥ 2.
Nous pouvons conclure avec la proposition suivante.
Proposition 6.1.1 La multiplication de deux polynoˆmes de degre´ ≤ n
par la me´thode de Karatsuba se fait en SD(nlog 3, log n). Plus pre´cise´-
ment, le produit de deux polynoˆmes de degre´s < 2ν = n peut eˆtre re´alise´
1. On ne compte pas les ope´rations de substitution de X2 a` X ou vice-versa,
ni les multiplications par X ou par X2, qui reviennent en fait a` des de´calages de
coefficients.
2. log 3 = 1.58496250072115618145373894394.
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par un circuit arithme´tique de profondeur multiplicative 1, de profondeur
totale 1+2 ν, de largeur 2 ·3ν = 2nlog 3, avec 3ν = nlog 3 multiplications
et 6 · 3ν − 8 · 2ν + 2 = 6nlog 3 − 8n+ 2 additions/soustractions.
Notons que pour deux polynoˆmes dont les degre´s sont compris entre
2ν−1 et 2ν , on obtient seulement les majorations suivantes en appelant
n le plus grand degre´ : 3 + 2 log n pour la profondeur, 6nlog 3 pour la
largeur et 21nlog 3 − 8n+ 2 pour la taille du circuit.
Remarquons qu’on aurait pu envisager une autre partition de coeffi-
cients des polynoˆmes A et B pour une application re´cursive, a` savoir
A = A1 +X
kA2 et B = B1 +X
kB2 .
avec Ai et Bi de degre´s ≤ k − 1, A et B de degre´s ≤ 2k − 1. Alors
C = AB = A1B1 + X
k(A1B2 + A2B1) + X
2k A2B2. Une proce´dure
re´cursive base´e sur cette partition produirait des circuits arithme´tiques
avec une estimation analogue a` la pre´ce´dente pour ce qui concerne la
taille mais une profondeur de 1 + 3 log n au lieu de 1 + 2 log n (pour
le produit de deux polynoˆmes de degre´ n− 1 lorsque n = 2ν).
6.2 Transformation de Fourier discre`te usuelle
Un bien meilleur re´sultat, que nous exposons dans cette section et
la suivante, est obtenu en SD(n log n, log n) graˆce a` la transformation
de Fourier discre`te pour un anneau auquel s’applique une telle transfor-
mation. La transformation de Fourier discre`te, que nous de´signerons ici
par le sigle TFD, est de´finie sur un anneau commutatif unitaire A, pour
un entier donne´ n ≥ 2, a` condition de disposer dans A d’une racine
n - e`me principale de 1, c’est-a`-dire d’un e´le´ment ξ ∈ A ve´rifiant :
ξ 6= 1 , ξn = 1 , et
n−1∑
j=0
ξij = 0 pour i = 1, . . . , n− 1 .
Dans un anneau inte`gre, toute racine primitive 3 n - e`me de 1 est
principale, mais ceci peut-eˆtre mis en de´faut dans un anneau contenant
des diviseurs de ze´ro. Dans un anneau inte`gre, s’il y a une racine pri-
mitive n - e`me de 1, il y en a ϕ(n) ou` ϕ de´signe l’indicatrice d’Euler.
Dans C, les racines n - e`mes principales de 1 sont les nombres complexes
e2ikpi/n tels que 1 ≤ k < n et k premier avec n.
3. C’est un ξ tel que ξn = 1 mais ξm 6= 1 si 1 ≤ m < n.
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Il est clair que si ξ est une racine n - e`me principale de 1, alors il en
est de meˆme de ξ−1.
De´finition 6.2.1 La transformation de Fourier discre`te d’ordre n sur
A, associe´e a` la racine principale ξ, est l’application line´aire
TFDn,ξ : An −→ An
de´finie, pour tout (a0, a1, . . . , an−1) ∈ An par :
TFDn,ξ (a0, a1, . . . , an−1) = (A(1), A(ξ), . . . , A(ξn−1))
ou` A est le polynoˆme A(X) = a0 + a1X + . . .+ an−1Xn−1 .
Cette application peut aussi eˆtre vue comme un homomorphisme de
A-alge`bres
TFDn,ξ : A[X] /〈Xn − 1〉 −→ An
qui a` tout polynoˆme A de degre´ ≤ n − 1 associe le vecteur forme´ des
valeurs de A aux points 1, ξ, . . . , ξn−1. En effet, en notant  la loi
produit (coordonne´e par coordonne´e) de l’alge`bre An, il est imme´diat
de ve´rifier que :
TFDn,ξ(AB) = TFDn,ξ(A) TFDn,ξ(B) .
En tant qu’application line´aire, TFDn,ξ est repre´sente´e dans les
bases canoniques par la matrice de Vandermonde particulie`re :
Wn,ξ =

1 1 1 . . . 1
1 ξ ξ2 . . . ξn−1
1 ξ2 ξ4 . . . ξ2(n−1)
...
...
...
. . .
...
1 ξn−1 ξ2(n−1) . . . ξ(n−1)2
 .
Si, de plus, n 1A est inversible dans l’anneau A (on de´signera par n−1
son inverse), alors la matrice Wn,ξ est inversible dans An×n et on ve´rifie
qu’elle admet pour inverse la matrice
W−1n,ξ = n
−1

1 1 1 . . . 1
1 ξ−1 ξ−2 . . . ξ1−n
1 ξ−2 ξ−4 . . . ξ2(1−n)
...
...
...
. . .
...
1 ξ1−n ξ2(1−n) . . . ξ−(n−1)2
 = n−1Wn,ξ−1 .
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Dans ce cas, modulo l’identification pre´ce´dente, l’application TFDn,ξ est
un isomorphisme d’alge`bres TFDn,ξ : A[X] /〈Xn − 1〉 −→ An. Nous
e´nonc¸ons ce re´sultat.
Proposition 6.2.2 Supposons que l’anneau commutatif A posse`de une
racine n - e`me principale de 1, note´e ξ, et que n 1A est inversible dans
A. Alors la transformation de Fourier discre`te TFDn,ξ : An −→ An
est un isomorphisme de A – modules, et TFD−1n,ξ = (n1A)−1TFDn,ξ−1.
Par ailleurs, si on identifie le A – module An source de l’application
line´aire TFDn,ξ avec A[X] /〈Xn − 1〉 (en choisissant le repre´sentant
de degre´ ≤ n et en l’exprimant sur la base des monoˆmes) alors TFDn,ξ
de´finit un isomorphisme de l’alge`bre A[X] /〈Xn − 1〉 (munie de la mul-
tiplication des polynoˆmes) vers l’alge`bre An (munie de la multiplication
 coordonne´e par coordonne´e). En bref, pour deux polynoˆmes de degre´
< n, on a :
AB ≡ TFD−1n,ξ (TFDn,ξ (A) TFDn,ξ (B)) modulo (Xn − 1).
C’est la cle´ de l’algorithme de multiplication rapide, que nous explicitons
dans la section suivante.
6.3 Transformation de Fourier discre`te rapide
6.3.1 Cas favorable
Le re´sultat e´nonce´ dans la proposition 6.2.2 pre´ce´dente peut eˆtre
applique´ au calcul du produit AB =
∑2n−1
k=0 ckX
k de deux polynoˆmes
A =
∑n−1
i=0 aiX
i et B =
∑n−1
i=0 biX
i a` une inde´termine´e sur A, a` condi-
tion que l’anneau A s’y preˆte. Nous supposons qu’il posse`de une racine
2n - e`me principale ω de 1, et que (2n) 1A est inversible dans A, alors
la proposition 6.2.2 pour la TFD d’ordre 2n sur l’anneau A se traduit
par :
AB = TFD−12n,ω (TFD2n,ω (A) TFD2n,ω (B)) .
car le calcul de AB modulo X2n − 1 donne exactement AB. Le calcul
du produit AB de deux polynoˆmes de degre´s infe´rieur ou e´gal a` n par
la TFD est re´sume´ dans l’algorithme 6.2 page suivante.
Le lemme suivant nous permet tout d’abord de montrer comment
une TFD d’ordre 2ν peut eˆtre effectue´e rapidement au moyen d’une
strate´gie (( diviser pour gagner )).
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Algorithme 6.2 Multiplication des polynoˆmes via la Transfor-
mation de Fourier Discre`te.
Entre´e : Deux polynoˆmes A et B de degre´s < n sur un anneau A conve-
nable (voir proposition 6.2.2).
Sortie : Le produit AB.
De´but
E´tape 1 :
Deux TFD d’ordre 2n applique´es a` A et B.
E´tape 2 :
E´valuation de 2n multiplications dans A pour obtenir la transforme´e
de Fourier discre`te de AB.
E´tape 3 :
Calcul de l’inverse d’une TFD d’ordre 2n pour obtenir AB.
Fin.
Lemme 6.3.1 Soit n un entier ≥ 2 et ν = dlog ne. La transformation
de Fourier discre`te d’ordre n et son inverse, dans un anneau posse´dant
une racine 2ν - e`me principale de 1 et dans lequel 2A est inversible,
se font en SD(n log n, log n). Plus pre´cise´ment, la taille S(n) et la pro-
fondeur D(n) du circuit arithme´tique correspondant sont respectivement
majore´es par n (3 log n+3) et 2 log n+2 pour la transformation directe
et par n (3 log n+ 4) et 2 log n+ 3 pour la transformation inverse.
Preuve. Soit A =
∑n−1
i=0 aiX
i un polynoˆme de degre´ ≤ n − 1 a` coef-
ficients dans A, ν = dlog ne (de sorte que 2ν−1 < n ≤ 2ν) et ω une
racine 2ν - e`me principale de 1. Il s’agit de calculer les valeurs de A aux
points 1, ω, ω2, . . . , ω2
ν−1. Le polynoˆme A peut eˆtre mis sous la forme
A = A1 (X
2) +XA2 (X
2) avec degA1, degA2 ≤ 2ν−1 − 1.
Remarquons que ξ = ω2 est une racine 2ν−1 - e`me principale de 1,
que ω2
ν−1
= −1 et que A (ωi) = A1 (ξi)+ωiA2 (ξi) pour 0 ≤ i ≤ 2ν−1−
1. Comme ω2
ν−1+i = −ωi, on a aussi A (ω2ν−1+i) = A1 (ξi)− ωiA2 (ξi)
pour 0 ≤ i ≤ 2ν−1 − 1.
Ce qui donne toutes les valeurs recherche´es de A et rame`ne re´cursive-
ment l’e´valuation de A en les 2ν points ωi (0 ≤ i ≤ 2ν − 1), c’est-a`-dire
la TFD d’ordre 2ν , au calcul suivant :
• deux TFD d’ordre 2ν−1 applique´es a` A1 et A2 et effectue´es en
paralle`le ;
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• 2ν−1 multiplications (par les ±ωi avec 0 ≤ i ≤ 2ν−1 − 1) ef-
fectue´es en paralle`le et en une seule e´tape de calcul, suivies de 2ν addi-
tions dans l’anneau de base A effectue´es e´galement en une seule e´tape
paralle`le.
Si S et D de´signent respectivement la taille et la profondeur de l’al-
gorithme re´cursif ainsi de´fini, on obtient les relations suivantes valables
pour tout entier ν ≥ 1 :{
S(2ν) ≤ 2S(2ν−1) + 3 2ν−1
D(2ν) ≤ D(2ν−1) + 2 .
Ce qui donne, par sommation, sachant que S(1) = D(1) = 0 :{
S(2ν) ≤ 3 ν 2ν−1
D(2ν) ≤ 2 ν .
Comme 2ν−1 < n ≤ 2ν et par conse´quent ν − 1 < log n, on en de´duit
que S(n) < 3n (1 + log n) et que D(n) < 2 (1 + log n).
Pour la TFD inverse d’ordre n, nous avons vu que TFD−1n,ω =
(n 1A)−1 TFDn,ω−1 . Cela signifie que l’on peut re´cupe´rer les coefficients
du polynoˆme A de degre´ ≤ n − 1, a` partir du vecteur ~A = (A(1),
A(ω), . . . , A(ωn−1)) forme´ des valeurs de ce polynoˆme aux points ωi,
en effectuant sur le vecteur ~A la TFD d’ordre n associe´e a` la racine prin-
cipale ω−1 = ωn−1 et en multipliant ensuite ce vecteur par (n 1A)−1.
Par conse´quent, la TFD inverse d’ordre n peut se faire par un circuit
arithme´tique de taille S(n) + n et de profondeur D(n) + 1. uunionsq
Ce re´sultat et l’algorithme 6.2 qui a introduit le lemme 6.3.1 nous
permettent d’estimer avec pre´cision la complexite´ de l’algorithme de la
multiplication rapide des polynoˆmes et d’e´noncer le the´ore`me suivant.
The´ore`me 6.1 On conside`re un anneau A posse´dant une racine 2ν+1 -
e`me principale de 1 et dans lequel 2A est inversible.
Alors, en utilisant l’algorithme 6.2 avec l’e´valuation re´cursive de´crite
dans la preuve du lemme 6.3.1, la multiplication de deux polynoˆmes de
degre´s < n ≤ 2ν a` coefficients dans A se fait a` l’aide d’un circuit arith-
me´tique de taille ≤ n (18 log n+ 44) et de profondeur ≤ 4 log n+ 10.
Preuve. Supposons d’abord n = 2ν . On exe´cute en paralle`le deux TFD
d’ordre 2n suivies d’une e´tape paralle`le avec 2n multiplications dans
l’anneau de base, et on termine par une transformation inverse d’ordre
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2n. La preuve du lemme 6.3.1 donne la majoration de la taille par 9(ν+
1) 2ν+4n = 9n log n+13n et de la profondeur par 4 ν+6 = 4 log n+6.
Dans le cas ge´ne´ral, il faut remplacer n par 2n et log n par 1 + log n.
uunionsq
Rappelons que pour un anneau A fixe´ par le contexte, nous notons
µP (n) le nombre d’ope´rations arithme´tiques ne´cessaires pour la multi-
plication de deux polynoˆmes de degre´ n en profondeur O(log n). Le
the´ore`me pre´ce´dent nous dit donc qu’on a µP (n) = O(n log n) si 2A
est inversible et si l’anneau posse`de des racines 2ν - e`mes principales de
l’unite´ pour tout ν.
6.3.2 Algorithme de la TFD rapide pour un anneau com-
mutatif arbitraire
L’algorithme que nous venons de de´velopper n’est pas valable lorsque
2A divise ze´ro dans l’anneau A (puisque, dans un tel anneau, la division
par 2 ne peut pas eˆtre de´finie de manie`re unique, meˆme lorsqu’elle est
possible). On peut essayer de contourner cette difficulte´ en remplac¸ant 2
par un entier s ≥ 2 tel que s 1A ne divise pas ze´ro dans A. Lorsqu’un tel
entier s ≥ 2 existe, et a` supposer qu’on dispose d’une racine principale
s - e`me de 1 dans A, il faut encore disposer d’un algorithme performant
pour la division par s (quand elle est possible) pour pouvoir effectuer
la transformation de Fourier inverse. En outre, un tel entier s n’existe
pas ne´cessairement.
Pour se de´barrasser radicalement de ce proble`me, l’ide´e de Cantor-
Kaltofen dans [13] est de calculer se´pare´ment uAB et vAB avec deux
entiers u et v premiers entre eux, puis de re´cupe´rer AB en utilisant
une relation de Bezout entre u et v. Par exemple, on prend u = 2ν ≥ 2n
et v = 3µ ≥ 2n. On calcule sans aucune division 2νAB par la formule
2νAB = TFD2ν ,ω−12,ν
(TFD2ν ,ω2,ν (A) TFD2ν ,ω2,ν (B)) .
(ou` ω2,ν est une racine 2
ν - e`me principale de 1). De meˆme, on calcule
3µAB par la formule
3µAB = TFD3µ,ω−13,µ
(TFD3µ,ω3,µ (A) TFD3µ,ω3,µ (B))
(ou` ω3,µ est une racine 3
µ - e`me principale de 1).
Il reste ne´anmoins un obstacle de taille, qui consiste en la ne´cessite´
de rajouter un substitut formel a` ω2,ν (et ω3,µ) lorsqu’on ne les a pas
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sous la main dans l’anneau A. Or l’ide´e toute simple de faire les cal-
culs dans l’anneau A[λ2,ν ], ou` λ2,ν est un susbstitut formel de ω2,ν
ne donne pas le re´sultat souhaite´. En effet, une ope´ration arithme´tique
dans l’anneau A [λ2,ν ] correspond a priori a` grosso modo n ope´rations
arithme´tiques dans A, ce qui annule le be´ne´fice de la transformation de
Fourier discre`te.
L’ide´e de Cantor et Kaltofen pour re´soudre ce deuxie`me proble`me
est d’appliquer une strate´gie (( diviser pour gagner )), un peu semblable
a` celle du lemme 6.3.1.
La de´finition pre´cise de l’anneau A [λ2,ν ] et la description de l’al-
gorithme font appel aux polynoˆmes cyclotomiques, dont nous rappelons
maintenant quelques proprie´te´s.
Le n - e`me polynoˆme cyclotomique est de´fini a` partir d’une racine n -
e`me primitive de 1, c’est-a`-dire un ge´ne´rateur ωn du groupe multiplicatif
(cyclique) des racines n - e`mes de 1 dans une cloˆture alge´brique de Q,
par exemple dans C avec ωn = ei 2pi/n.
Le n - e`me polynoˆme cyclotomique est, par de´finition, le polynoˆme
Φn (X) =
∏
1 ≤ h < n
(h, n) = 1
(
X − ωhn
)
.
C’est un polynoˆme unitaire a` coefficients entiers dont les ze´ros sont les
racines n - e`mes primitives de 1 et dont le degre´ est e´gal a` ϕ(n). C’est
aussi un polynoˆme re´ciproque : Xϕ (n) Φn (1/X) = Φn (X). Les polynoˆ-
mes cyclotomiques posse`dent en outre les proprie´te´s suivantes :
• Φn (X) =
∏
d|n Φd (X) ;
(d|n signifie que d est un diviseur positif de n)
• Φp (X) = Xp−1 + · · ·+X + 1 pour tout nombre premier p ;
• Φmsk (X) = Φms (Xsk−1) si k ≥ 2 ;
• Φm (X) Φmp (X) = Φm (Xp) si p premier ne divise pas m ;
• Φ2n(X) = Φn (−X) si n est impair ≥ 3.
On en de´duit, en particulier, que :
• Φn (1) =
{
p si n est une puissance d’un nombre premier p
1 sinon.
Rajouter formellement une racine primitive sq - e`me de 1 dans A re-
vient a` conside´rer l’anneau A[Y ] /〈Φsq(Y )〉 = A[λs,q]. Dans cet anneau,
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une addition e´quivaut a` ϕ(sq) additions dans A. Pour une multiplica-
tion, on peut travailler dans A[Y ] modulo (Y sq − 1) puis re´duire le
re´sultat obtenu modulo Φsq(Y ). Cette dernie`re ope´ration est relative-
ment peu couˆteuse car Φsq(Y ) = Φs(Y
sq−1) est un polynoˆme unitaire
qui a tre`s peu de coefficents non nuls. Cette remarque permet de voir
que les multiplications dans A[λs,q] ne sont pas tellement plus couˆteuses
que les additions. Elle donne une ide´e de comment pourra eˆtre applique´e
une strate´gie diviser pour gagner, de manie`re a` rendre peu couˆteux les
calculs dans l’anneau A[λs,q]. L’algorithme de Cantor-Kaltofen donne
alors le re´sultat suivant :
The´ore`me 6.2 Il existe une famille uniforme de circuits arithme´ti-
ques de profondeur O(log n) qui calculent le produit de deux polynoˆmes
de degre´ < n a` coefficients dans un anneau commutatif arbitraire A
avec O(n log n) multiplications et µP (n) = O(n log n log logn) addi-
tions/soustractions.
Remarque 6.3.2 L’algorithme de Cantor-Kaltofen prend en entre´e
deux polynoˆmes A et B de degre´ < n et donne en sortie C = AB.
Il calcule tout d’abord sq11 C et s
q2
2 C, ou` s1 et s2 sont deux petits
entiers premiers entre eux, et sq11 et s
q2
2 ne sont pas trop grands par
rapport a` n. La constante cache´e du (( grand O )) dans l’estimation
O(n log n log logn) de la taille du circuit calculant sq C est de l’ordre
de 4s2 (3s + 1) si s est premier. Il s’ensuit qu’en utilisant les deux
valeurs optimales s1 = 2 et s2 = 3, l’algorithme de Cantor-Kaltofen
ne devient plus performant que l’algorithme en O(nlog 3) que pour les
valeurs de n qui sont de l’ordre de 6 104.
Remarque 6.3.3 La multiplication rapide des polynoˆmes est en fait
couramment utilise´e en analyse nume´rique, en prenant des approxima-
tions nume´riques des racines de l’unite´ dans C. Cela laisse supposer
qu’une imple´mentation efficace de cette multiplication rapide est e´gale-
ment possible en calcul formel avec des anneaux tels que Z ou un anneau
de polynoˆmes sur Z. Il suffit en effet de faire le calcul nume´rique ap-
proche´ avec une pre´cision suffisante pour que le re´sultat du calcul soit
garanti avec une pre´cision meilleure que 1/2. Une autre solution voi-
sine, mais ou` la pre´cision est plus facile a` controˆler, serait de faire un
calcul nume´rique approche´ non dans C mais dans un anneau d’entiers
p - adiques (voir par exemple [Ser]) : un tel anneau contient une racine
primitive (p− 1) - e`me de l’unite´, et (p− 1) y est inversible.
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6.4 Produits de matrices de Toeplitz
Nous signalons ici une interpre´tation matricielle du produit de deux
polynoˆmes A et B de degre´s m et n. On conside`re le A – module
libre Pm+n+1 ' Am+n+1 des polynoˆmes de degre´ ≤ m+ n muni de la
base canonique des monoˆmes Xk. La multiplication par A (resp. B,
resp. AB) tronque´e au degre´ m + n est repre´sente´e sur cette base par
une matrice de Toeplitz triangulaire TA (resp. TB, resp. TAB) et on a
TA TB = TAB. Par exemple avec m = 3, n = 2 on obtient le produit
a0 0 0 0 0 0
a1 a0 0 0 0 0
a2 a1 a0 0 0 0
a3 a2 a1 a0 0 0
0 a3 a2 a1 a0 0
0 0 a3 a2 a1 a0
 ×

b0 0 0 0 0 0
b1 b0 0 0 0 0
b2 b1 b0 0 0 0
0 b2 b1 b0 0 0
0 0 b2 b1 b0 0
0 0 0 b2 b1 b0

qui est e´gal a` la matrice de Toeplitz triangulaire infe´rieure dont la
premie`re colonne est donne´e par les coefficients du produit AB :
a0 0 0 0 0 0
a1 a0 0 0 0 0
a2 a1 a0 0 0 0
a3 a2 a1 a0 0 0
0 a3 a2 a1 a0 0
0 0 a3 a2 a1 a0
 ×

b0
b1
b2
0
0
0
 =

a0 b0
a1 b0 + a0 b1
a2 b0 + a1 b1 + a0 b2
a3 b0 + a2 b1 + a1 b2
a3 b1 + a2 b2
a3 b2

Inversement, le produit de deux matrices de Toeplitz triangulaires
infe´rieures dans An×n peut s’interpre´ter comme le produit de deux po-
lynoˆmes de degre´s ≤ n− 1, tronque´ au degre´ n− 1 (c’est-a`-dire encore
comme le produit dans l’anneau des de´veloppements limite´s An−1 =
A[X] /〈Xn〉). Par exemple
a0 0 0 0
a1 a0 0 0
a2 a1 a0 0
a3 a2 a1 a0
 ×

b0
b1
b2
b3
 =

a0 b0
a1 b0 + a0 b1
a2 b0 + a1 b1 + a0 b2
a3 b0 + a2 b1 + a1 b2 + a0 b3
 .
En bref il n’y a pas de diffe´rence significative entre le produit de 2
polynoˆmes, le produit de 2 matrices de Toeplitz triangulaires infe´rieures
carre´es et le produit d’une matrice de Toeplitz triangulaire infe´rieure
par un vecteur.
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Voyons maintenant la question du produit d’une matrice de Toeplitz
arbitraire par un vecteur. Par exemple
a3 a2 a1 a0
a4 a3 a2 a1
a5 a4 a3 a2
a6 a5 a4 a3
a7 a6 a5 a4
a8 a7 a6 a5
 ×

b0
b1
b2
b3
 =

c3
c4
c5
c6
c7
c8
 .
Il suffit d’inse´rer la premie`re matrice dans la matrice de la multiplication
par le polynoˆme A =
∑8
i=0 aiX
i, tronque´e au degre´ 11, dans le A – mo-
dule libre des polynoˆmes de degre´s ≤ 11 :
a0 0 0 0
a1 a0 0 0
a2 a1 a0 0
a3 a2 a1 a0
a4 a3 a2 a1
a5 a4 a3 a2
a6 a5 a4 a3
a7 a6 a5 a4
a8 a7 a6 a5
0 a8 a7 a6
0 0 a8 a7
0 0 0 a8

×

b0
b1
b2
b3
 =

a0 b0
a1 b0 + a0 b1
c2
c3
c4
c5
c6
c7
c8
c9
a7 b3 + a8 b2
a8 b3

.
On voit alors que le calcul se rame`ne au produit du polynoˆme A par le
polynoˆme B =
∑3
i=0 biX
i. On en de´duit le re´sultat important suivant
ou` l’on voit que le produit par une matrice de Toeplitz n’est gue`re plus
cher que le produit par une matrice creuse.
Proposition 6.4.1 Le produit d’une matrice de Toeplitz et d’une ma-
trice arbitraire, toutes deux carre´es d’ordre n peut se faire par une fa-
mille de circuits arithme´tiques en SD(nµP (n), log n)).
Remarque. Plus pre´cise´ment supposons que dans l’anneau commutatif
A la multiplication d’un polynoˆme de degre´ ≤ n par un polynoˆme de
degre´ ≤ m soit en SD(µ(n,m), λ(n,m)). Alors le produit T B d’une
matrice de Toeplitz T ∈ An×m par une matrice B ∈ Am×p est en
SD(p µ(n+m,m), λ(n+m,m)). Ceci n’est qu’un exemple des re´sultats
de complexite´ arithme´tique concernant les matrices de Toeplitz. Nous
renvoyons le lecteur inte´resse´ par le sujet a` l’ouvrage [BP].
7. Multiplication rapide
des matrices
Introduction
La multiplication des matrices a` coefficients dans un anneau commu-
tatif unitaire A a fait l’objet de multiples investigations durant les trente
dernie`res anne´es en vue de re´duire le nombre d’ope´rations arithme´tiques
(dans A) ne´cessaires au calcul du produit d’une matrice m×n par une
matrice n × p, et d’ame´liorer la borne supe´rieure asymptotique de ce
nombre. Il s’est ave´re´ que c’est le nombre de multiplications essentielles
qui controˆle la complexite´ asymptotique de la multiplication des matri-
ces carre´es, comme nous allons le voir tout d’abord a` travers l’algorithme
de la multiplication rapide de Strassen.
L’algorithme conventionnel (dit usuel) pour le calcul du produit C =
(cij) ∈ Am×p d’une matrice A = (aij) ∈ Am×n par une matrice B =
(bij) ∈ An×p se fait par mnp multiplications et mp (n−1) additions en
calculant en paralle`le (en une seule e´tape) les mnp produits aikbkj et
en calculant ensuite, en paralle`le et en dlog ne e´tapes, les mp sommes
cij intervenant dans les formules
cij =
∑n
k=1
aikbkj pour 1 ≤ i ≤ m et 1 ≤ j ≤ p .
En particulier pour la multiplication de deux matrices carre´es d’ordre
n, cet algorithme correspond a` un circuit arithme´tique de taille n2(2n−
1) et de profondeur dlog ne + 1 avec n3 multiplications et n2(n − 1)
additions.
Dans un premier temps, les investigations portaient sur la diminution
du nombre de multiplications en essayant d’y re´duire le coefficient de
n3 sans s’occuper de l’exposant de n, et c’est Winograd qui re´ussit le
premier a` re´duire ce coefficient de moitie´, mais en doublant presque le
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nombre d’additions, ce qui constitue, malgre´ ce prix, un progre`s dans la
complexite´ asymptotique si l’on sait que dans une large classe d’anneaux
la multiplication est beaucoup plus couˆteuse que l’addition 1. Beaucoup
pensaient que ce re´sultat de Winograd serait optimal au sens que 12n
3
multiplications seraient ne´cessaires pour le calcul du produit de deux
matrices n× n (voir [Knu], page 481).
Mais une anne´e plus tard (1969), Strassen montra que l’on pouvait
multiplier deux matrices n×n en utilisant seulement O(n2,8) multipli-
cations. Ce re´sultat e´tait base´ sur le fait tre`s simple que le produit de
deux matrices 2 × 2 a` coefficients dans un anneau non ne´cessairement
commutatif pouvait eˆtre calcule´ avec seulement 7 multiplications au lieu
de 8, le nombre d’additions passant de 4 a` 18, et il donna les relations
prouvant ce fait dans son fameux article Gaussian elimination is not
optimal [86]. Winograd donna un peu plus tard [97] une variante de la
multiplication rapide de Strassen avec seulement 15 additions.
Comme ces relations n’utilisent pas la commutativite´ de la multi-
plication, elles s’appliquent re´cursivement au calcul du produit de deux
matrices quelconques a` coefficients dans A selon la strate´gie (( diviser
pour gagner )).
La section 7.1 est consacre´e a` une analyse de´taille´e de la multi-
plication rapide des matrices dans la version Strassen-Winograd. Nous
e´tudions e´galement l’uniformite´ de la construction de la famille de cir-
cuits arithme´tiques qui correspond a` la version originale de Strassen,
comme annonce´ dans la section 4.4.
Dans la section 7.2 nous montrons que l’inversion des matrices trian-
gulaires fortement re´gulie`res peut eˆtre re´alise´e par des circuits arithme´-
tiques avec une taille de meˆme ordre que les circuits de la multiplication
des matrices carre´es et une profondeur d’ordre O(log2 n) au lieu de
O(log n) .
Dans la section 7.3 nous introduisons les notions de complexite´ bili-
ne´aire, de complexite´ multiplicative et de rang tensoriel. Nous montrons
le roˆle central joue´ par la notion de rang tensoriel dans la complexite´
asymptotique de la multiplication des matrices carre´es (the´ore`me 7.4
duˆ a` Strassen). Nous montrons e´galement le re´sultat de Scho¨nhage, qui
dit que l’exposant de la multiplication des matrices carre´es ne de´pend
que de la caracte´ristique du corps de base (on conjecture en fait que cet
1. Ce qui n’est pas vrai par exemple dans le corps des fractions rationnelles Q (X)
ou` l’addition est plus couˆteuse.
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exposant est le meˆme pour tous les corps et pour l’anneau des entiers
relatifs.)
Dans la section 7.4 nous nous attaquons a` des algorithmes nettement
plus sophistique´s qui s’appuient sur la notion de calcul biline´aire appro-
ximatif, introduite par Bini. Malgre´ leurs performances asymptotiques,
aucun des algorithmes de cette section ne semble devoir eˆtre imple´mente´
sur machine dans un proche avenir. Il nous a pourtant semble´ que ce se-
rait un crime contre la beaute´ que de ne pas de´voiler au moins en partie
les ide´es fascinantes qui y sont a` l’œuvre. Nous n’avons cependant pas
expose´ la (( me´thode du laser )) due a` Strassen (cf. [BCS, 90]), car nous
n’avons pas vu comment en donner une ide´e assez exacte en termes suffi-
samment simples. Cette me´thode a conduit a` la meilleure borne connue
pour l’exposant de la multiplication des matrices carre´es. L’estimation
actuelle de cet exposant ω est de 2, 376 : Winograd & Coppersmith,
1987 ([19, 20]).
7.1 Analyse de la me´thode de Strassen
7.1.1 La me´thode de Strassen (version Winograd) et sa
complexite´
On conside`re dans un anneau B (non ne´cessairement commutatif)
deux matrices A et B :
A =
[
a11 a12
a21 a22
]
B =
[
b11 b12
b21 b22
]
avec C = AB =
[
c11 c12
c21 c22
]
.
Alors la matrice C peut eˆtre obtenue par le calcul suivant :
m1 := a11 b11 m2 := a12 b21
m3 := (a11 − a21) (b22 − b12) m4 := (a21 + a22) (b12 − b11)
m5 := (a21 + a22 − a11) (b22 − b12 + b11)
m6 := (a11 + a12 − a21 − a22) b22
m7 := a22 (b22 − b12 + b11 − b21)
c11 := m1 +m2 c12 := m1 +m5 +m4 +m6
c21 := m1 +m3 +m5 −m7 c22 := m1 +m3 +m4 +m5
Ces relations de Strassen (version Winograd), applique´es a` l’anneau
des matrices carre´es d’ordre 2k, rame`nent le calcul du produit de deux
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matrices 2k × 2k (k ∈ N∗) a` celui de sept produits de matrices k × k
et de 15 sommes de matrices de meˆme type.
L’analyse de complexite´ faite a` la section 5.1 montre que ce passage
de 8 a` 7 multiplications est un avantage de´cisif, inde´pendamment du
nombre des additions utilise´es par ailleurs. Cela tient a` ce que 7 est le
degre´ de paralle´lisme dans la proce´dure (( diviser pour gagner )) tandis
que le nombre d’additions n’intervient que dans la constante du O(n2)
ope´rations arithme´tiques ne´cessaires pour, partant du proble`me initial
Pn, d’une part cre´er les 7 sous-proble`mes de type Pdn/2e, et d’autre part
re´cupe´rer la solution du proble`me initial a` partir des solutions, calcule´es
en paralle`le, des 7 sous-proble`mes (cf. proposition 5.1.1 page 161).
Posant : [
A11 A12
A21 A22
] [
B11 B12
B21 B22
]
=
[
C11 C12
C21 C22
]
ou` les Aij , Bij , Cij (1 ≤ i, j ≤ 2) sont des matrices k × k, on a un
sche´ma de programme d’e´valuation comportant les instructions suivan-
tes dans lesquelles les affectations des variables Mi (1 ≤ i ≤ 7) corres-
pondent aux 7 multiplications et celles des variables Ni (1 ≤ i ≤ 11)
et Cij (1 ≤ i, j ≤ 2) correspondent aux 15 additions/soustractions( 2),
avec indication des e´tapes du calcul paralle`le :
Applique´ re´cursivement a` une matrice m2ν ×m2ν (m ∈ N∗, ν ∈ N)
ce programme donne un circuit arithme´tique paralle`le de taille S(m2ν)
et de profondeur D(m2ν) dans l’anneau A, ve´rifiant les relations de
re´currence 3 : {
S(m2ν) = 7S(m2ν−1) + 15 ·m2 4ν−1
D(m2ν) = D(m2ν−1) + 6 · (7.1)
La dernie`re e´quation est justifie´e par le fait que les e´tapes ou` il n’y
a que des additions de matrices m2ν−1 × m2ν−1 ont une profondeur
e´gale a` 1 (les m2 4ν−1 additions correspondantes dans A se faisant en
paralle`le) alors que l’e´tape comprenant les multiplications de matrices
(Etape 4) est de profondeur D(m2ν−1).
Utilisant l’algorithme usuel pour la multiplication de deux matrices
m×m, on peut e´crire S(m) = m2 (2m− 1) et D(m) = dlogme+ 1.
2. Dans la suite, nous dirons simplement additions, en sous-entendant addi-
tions/soustractions.
3. Signalons que pour la version originale de Strassen avec 18 additions (cf. page
191), la profondeur ve´rifie la relation D(m2ν) = D(m2ν−1) + 3.
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Algorithme 7.1 Multiplication de matrices par blocs, a` la
Strassen-Winograd
De´but
E´tape 1 :
N1 := A11 −A21 ; N2 := A21 +A22 ;
N3 := B12 −B11 ; N4 := B22 −B12
E´tape 2 :
N5 := N2 −A11 ; N6 := B22 −N3
E´tape 3 :
N7 := A12 −N5 ; N8 := N6 −B21
E´tape 4 : Les 7 multiplications
M1 := A11B11 ; M2 := A12B21 ; M3 := N1N4 ; M4 := N2N3 ;
M5 := N5N6 ; M6 := N7B22 ; M7 := A22N8
E´tape 5 :
C11 := M1 +M2 ; N9 := M1 +M5 ; N10 := M4 +M6
E´tape 6 :
N11 := M3 +N9 ; C12 := N9 +N10
E´tape 7 :
C21 := N11 −M7 ; C22 := M4 +N11
Fin.
Ce qui donne D(n) = D(m2ν) = D(m)+6ν = 6 dlog ne+dlogme+1
comme re´sultat pour la profondeur du circuit arithme´tique correspon-
dant au calcul du produit de deux matrices n×n si l’on prend n = m2ν
(la version originale de Strassen donne D(n) = 3 dlog ne+ dlogme+ 1).
Concernant la taille, la premie`re e´quation dans (7.1) donne successi-
vement :
1× S(2νm) = 7S(2ν−1m) + 15 · 4ν−1m2
7× S(2ν−1m) = 7S(2ν−2m) + 15 · 4ν−2m2
...
...
...
7ν−1× S(2m) = 7S(m) + 15 ·m2
7ν × S(m) = m2 (2m− 1)
−→ S(2νm) = 7νm2 (2m− 1) + 5m2 (7ν − 4ν)
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Ce qui donne comme re´sultat S(m2ν) = 7νm2 (2m + 4) − 5m24ν
pour la taille du circuit arithme´tique correspondant au calcul par la me´-
thode de Strassen (variante Winograd) 4 du produit de deux matrices
m2ν ×m2ν . Ainsi :{
S(m2ν) = 2m2 (m+ 2) 7ν − 5m24ν
D(m2ν) = 6 dlog ne+ dlogme+ 1 (7.2)
En particulier, si n est une puissance de 2 (c’est-a`-dire m = 1), et
comme 7ν = 2ν log 7 :
S(n) = 6nlog 7 − 5n2 et D(n) = 6 dlog ne
(on obtient 3 dlog ne+1 seulement pour la version originale de Strassen).
Mais le coefficient de nlog 7 ' n2.807 ( 5) dans S(n) peut eˆtre ramene´
a` 4, 15 lorsque n est une puissance de 2. En effet, si n = 32 on peut
ve´rifier directement que le nombre d’ope´rations arithme´tiques dans la
multiplication usuelle des matrices n2(2n−1) ne de´passe gue`re 3,9nlog 7
et pour n ≥ 32, on pose log n = ν+5 ≥ 5 , de sorte que n = 32. 2ν (m =
32) .
La premie`re des e´quations (7.2) donne alors :
S(n) = S(m2ν)
< 2m2 (m+ 2) 7ν
≤ 211 ∗ 34 ∗ 7ν
≤ 211 ∗ 34 ∗ (1/7)5 ∗ 7logn (puisque 7ν = 7logn−5)
≤ 4, 15nlog 7 . (on remplace 7logn par nlog 7)
Ceci conduit donc au re´sultat suivant duˆ a` Strassen, mais dans lequel
nous inte´grons la version (avec 15 additions) de Winograd :
The´ore`me 7.1 La multiplication de deux matrices n×n a` coefficients
dans un anneau arbitraire A est dans la classe SD (nlog 7, log n). Plus
pre´cise´ment, lorsque n est une puissance de 2, elle se fait soit avec un
circuit arithme´tique dont la taille et la profondeur sont respectivement
majore´es par 4, 15nlog 7 et 6 dlog ne, soit par un circuit dont la taille et
la profondeur sont respectivement majore´es par 4, 61nlog 7 et 3 dlog ne.
4. La version originale de Strassen donne S(m2ν) = 7νm2 (2m+ 5)− 6m24ν .
5. log 7 ' 2.8073549220576041074.
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Notez aussi que la profondeur multiplicative de ces circuits est e´gale
a` 1. En fait la conclusion dans le the´ore`me pre´ce´dent est non seule-
ment qu’il existe une famille de circuits arithme´tiques dans la classe
SD(nlog 7, log n) qui re´alise la multiplication des matrices carre´es, mais
qu’on sait construire explicitement une famille uniforme de tels circuits
arithme´tiques. Ceci est l’objet du paragaphe qui suit avec le the´ore`-
me 7.2.
7.1.2 Un exemple de construction uniforme d’une famille
de circuits arithme´tiques
Nous allons maintenant tenir une promesse que nous avions faite
dans la section 4.4. Celle d’analyser un exemple de construction re´cursive
uniforme typique d’une famille de circuits arithme´tiques pour laquelle le
couˆt de production d’un circuit de la famille n’a pas un ordre de grandeur
bien supe´rieur a` sa taille. Nous utiliserons pour cet exemple la multipli-
cation rapide des matrices originale de Strassen [86] qui repose sur le
calcul suivant. On conside`re dans un anneau B (non ne´cessairement
commutatif) deux matrices A et B :
A =
[
a11 a12
a21 a22
]
B =
[
b11 b12
b21 b22
]
avec C = AB =
[
c11 c12
c21 c22
]
.
Alors la matrice C peut eˆtre obtenue par le calcul suivant, qui ne´cessite
18 additions/soustractions et 7 multiplications :
m1 := (a12 − a22) (b21 + b22) m2 := (a11 + a22) (b11 + b22)
m3 := (a11 − a21) (b11 + b12) m4 := (a11 + a12) b22
m5 := a11 (b12 − b22) m6 := a22 (b21 − b11)
m7 := (a21 + a22) b11
c11 := m1 +m2 −m4 +m6 c12 := m4 +m5
c21 := m6 +m7 c22 := m2 −m3 +m5 −m7
Ceci peut eˆtre re´e´crit sous forme d’un circuit arithme´tique de pro-
fondeur 4. Concernant les variables en entre´e, on note x0,i,j pour aij
et x0,2+i,2+j pour bij . On obtient le programme d’e´valuation 7.2 page
suivante, que nous appelons P1 .
La me´thode de Strassen consiste a` utiliser ces formules de manie`re
re´cursive. Si on doit multiplier des matrices carre´es a` m = 2n lignes
et colonnes, on les partitionne chacune en 4 matrices carre´es a` 2n−1
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Programme d’e´valuation 7.2 P1 : produit de deux matrices car-
re´es d’ordre 2 sur un anneau non ne´cessairement commutatif,
a` la Strassen.
Entre´e : Les 8 coefficients x0,ij dans A (un anneau arbitraire) de deux
matrices carre´es A et B d’ordre 2.
Sortie : Les coefficients x4,ij du produit : C = AB.
De´but
profondeur 1 :
x1,1 := x0,12 − x0,22 ; x1,2 := x0,11 + x0,22 ;
x1,3 := x0,11 − x0,21 ; x1,4 := x0,11 + x0,12 ;
x1,5 := x0,11 ; x1,6 := x0,22 ; x1,7 := x0,21 + x0,22 ;
x1,8 := x0,43 + x0,44 ; x1,9 := x0,33 + x0,44 ;
x1,10 := x0,33 + x0,34 ; x1,11 := x0,44 ;
x1,12 := x0,34 − x0,44 ; x1,13 := x0,43 − x0,33 ; x1,14 := x0,33
profondeur 2 : Les 7 multiplications
x2,1 := x1,1 x1,8 ; x2,2 := x1,2 x1,9 ; x2,3 := x1,3 x1,10 ;
x2,4 := x1,4 x1,11 ; x2,5 := x1,5 x1,12 ; x2,6 := x1,6 x1,13 ;
x2,7 := x1,7 x1,14
profondeur 3 :
x3,1 := x2,1 + x2,2 ; x3,2 := x2,4 − x2,6 ;
x3,3 := x2,2 − x2,3 ; x3,4 := x2,5 − x2,7
profondeur 4 :
x4,11 := x3,1 − x3,2 ; x4,12 := x2,4 + x2,5 ;
x4,21 := x2,6 + x2,7 ; x4,22 := x3,3 + x3,4
Fin.
lignes et colonnes, qui jouent le roˆle des aij et bij dans les formules
pre´ce´dentes. On obtient en de´finitive un circuit arithme´tique de profon-
deur 3n+ 1 = 3 log(m) + 1 comportant 6m2 additions/soustractions et
7n = mlog(7) multiplications (la me´thode usuelle donne un circuit de pro-
fondeur 1+n comportant m3 additions/soustractions et 8n = m3 mul-
tiplications). Notre proble`me est de de´terminer la complexite´ en temps
pour l’e´criture du programme d’e´valuation correspondant.
Supposons qu’on ait e´crit le programme d’e´valuation Pn pour la
multiplication de deux matrices carre´es a` m = 2n lignes et colonnes,
avec les entre´es x0,ij et x0,2n+i,2n+j avec 1 ≤ i, j ≤ 2n, et les sorties
x3n+1,ij (1 ≤ i, j ≤ 2n).
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Comment e´crit-on le programme d’e´valuation Pn+1 ?
Les entre´es sont maintenant x0,i,j et x0,2n+1+i,2n+1+j avec 1 ≤ i, j ≤
2n+1. Notons X0,uv (1 ≤ u, v ≤ 2 ou 3 ≤ u, v ≤ 4) les matrices extraites
a` 2n lignes et colonnes, avec m = 2n et m2 = 2n+1 :
X0,11[i, j] := x0,i,j X0,12[i, j] := x0,i,m+j
X0,21[i, j] := x0,m+i,j X0,22[i, j] := x0,m+i,m+j
X0,33[i, j] := x0,m2+i,m2+j X0,34[i, j] := x0,m2+i,m2+m+j
X0,43[i, j] := x0,m2+m+i,m2+j X0,44[i, j] := x0,m2+m+i,m2+m+j
On commence par cre´er (conforme´ment au programme P1 applique´ aux
matrices X0,uv) les (( matrices X1,k )) pour 1 ≤ k ≤ 14, au moyen des
affectations matricielles :
X1,1 := X0,12 −X0,22 X1,2 := X0,11 +X0,22
X1,3 := X0,11 −X0,21 X1,4 := X0,11 +X0,12
X1,5 := X0,11 X1,6 := X0,22
X1,7 := X0,21 +X0,12 X1,8 := X0,34 +X0,44
X1,9 := X0,33 +X0,44 X1,10 := X0,33 +X0,34
X1,11 := X0,44 X1,12 := X0,34 −X0,44
X1,13 := X0,43 −X0,33 X1,14 := X0,33
Cela signifie pre´cise´ment dans l’anneau de base B, avec X1,k[i, j] =
x1,k,i,j pour 1 ≤ i, j ≤ m = 2n :
profondeur 1 :
x1,1,i,j := x0,i,m+j − x0,m+i,m+j
x1,2,i,j := x0,i,j + x0,m+i,m+j
x1,3,i,j := x0,i,j − x0,m+i,j
x1,4,i,j := x0,i,j + x0,i,m+j
x1,5,i,j := x0,i,j
x1,6,i,j := x0,m+i,m+j
x1,7,i,j := x0,m+i,j + x0,i,m+j
x1,8,i,j := x0,m2+i,m2+m+j + x0,m2+m+i,m2+m+j
x1,9,i,j := x0,m2+i,m2+j + x0,m2+m+i,m2+m+j
x1,10,i,j := x0,m2+i,m2+j + x0,m2+i,m2+m+j
x1,11,i,j := x0,m2+m+i,m2+m+j
x1,12,i,j := x0,m2+i,m2+m+j − x0,m2+m+i,m2+m+j
x1,13,i,j := x0,m2+m+i,m2+j − x0,m2+i,m2+j
x1,14,i,j := x0,m2+i,m2+j
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Ensuite on cre´e les (( matrices X2,k )) pour 1 ≤ k ≤ 7. Pour cela il
s’agit d’e´crire 7 fois, avec a` chaque fois une renume´rotation convenable, le
programme Pn. Pour k de 1 a` 7, on re´e´crit Pn avec les transformations
suivantes :
– les variables d’entre´es x0,i,j (1 ≤ i, j ≤ m) sont remplace´es par
les variables x1,k,i,j ,
– les variables d’entre´es x0,m+i,m+j (1 ≤ i, j ≤ m) sont remplace´es
par les variables x1,7+k,i,j ,
– toute variable xp,u dans Pn avec une profondeur p ≥ 1 est rem-
place´e par la variable xp+1,k,u.
En particulier, on obtient en sortie les variables, de profondeur 3n+2,
x3n+2,k,i,j (1 ≤ i, j ≤ m) qui sont les coefficients des matrices X2,k
(1 ≤ k ≤ 7).
Il reste enfin a` re´aliser les affectations matricielles :
profondeur 3 :
X3,1 := X2,1 +X2,2; X3,2 := X2,4 −X2,6
X3,3 := X2,2 −X2,3; X3,4 := X2,5 −X2,7
profondeur 4 :
X4,11 := X3,1 −X3,2; X4,12 := X2,4 +X2,5
X4,21 := X2,1 +X2,7; X4,22 := X3,3 +X3,4
Cela signifie pre´cise´ment, avec 1 ≤ i, j ≤ m = 2n :
profondeur 3n+ 3 :
x3n+3,1,i,j := x3n+2,1,i,j + x3n+2,2,i,j ;
x3n+3,2,i,j := x3n+2,4,i,j − x3n+2,6,i,j ;
x3n+3,3,i,j := x3n+2,2,i,j − x3n+2,3,i,j ;
x3n+3,4,i,j := x3n+2,5,i,j − x3n+2,7,i,j
profondeur 3n+ 4 = 3(n+ 1) + 1 :
x3n+4,11,i,j := x3n+3,1,i,j − x3n+3,2,i,j ;
x3n+4,12,i,j := x3n+2,4,i,j + x3n+2,5,i,j ;
x3n+4,21,i,j := x3n+2,1,i,j + x3n+2,7,i,j ;
x3n+4,22,i,j := x3n+3,3,i,j + x3n+3,4,i,j
Le programme qui, pour l’entre´e n donne en sortie le texte du pro-
gramme d’e´valuation Pn est un programme du type (( loop program ))
(ou programme a` boucles pour : (( pour u de 1 a` r faire . . . )))
de structure simple. Lorsqu’on le re´alise sous forme d’une machine de
Turing e´crivant le texte Pn, la gestion des boucles occupe un temps
ne´gligeable par rapport aux instructions qui permettent d’e´crire succes-
sivement P1, P2, . . . , Pn. Il faut pre´voir que, a` la fin de l’e´tape n
o i, le
texte Pi doit eˆtre recopie´ sur une bande ou` il sera lu pendant l’e´tape i+1,
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car durant cette e´tape, la premie`re bande ou` a e´te´ e´crite Pi sera efface´e
par l’e´criture de Pi+1. Si t(n) est le temps d’exe´cution pour l’e´criture de
Pn et s(n) la taille de Pn, on obtient les formules re´currentes suivantes,
ou` les ci sont des constantes :
s(n+ 1) ≤ c0 n m2 + 7 s(n) et
t(n+ 1) ≤ c1 n m2 + t(n) + c2 s(n) + c3 s(n+ 1) ,
d’ou`, puisque nm2 = n22n = n4n est ne´gligeable devant 7s(n) ≥ 7n,
s(n) = O(7n) et t(n) = O(7n) .
Nous pouvons re´sumer comme suit (rappelons que nous notons log k
pour max(log2 k, 1)).
The´ore`me 7.2 Lorsqu’on utilise la me´thode re´cursive de Strassen pour
construire une famille de circuits arithme´tiques pour la multiplication
des matrices carre´es d’ordre m = 2n, on peut construire une machine
de Turing qui e´crit le code du programme d’e´valuation Qm = Pn en un
temps du meˆme ordre de grandeur que la taille de sa sortie : O(mlog 7).
Naturellement, comme d’habitude le re´sultat sur le temps de calcul
O(mlog 7) est encore valable lorsque m n’est pas une puissance de 2, en
comple´tant les matrices dans Am×m par des lignes et colonnes de 0.
7.2 Inversion des matrices triangulaires
Les notations que nous pre´cisons maintenant concernant la multipli-
cation des matrices carre´es seront utilise´es dans toute la suite de l’ou-
vrage quand nous aurons a` faire des calculs de complexite´.
Notation 7.2.1 Nous supposerons que le calcul du produit de deux ma-
trices n×n se fait par un circuit arithme´tique de taille µM (n) = Cα nα
de profondeur γM (n) = Kα log n et de largeur λM (n) = Lα n
α / log n
ou` 2 < α ≤ 3, Kα et Lα sont des constantes re´elles positives ≥ 1 et
Cα ≥ 3 ( 6).
6. Certains calculs de complexite´ dans la suite de l’ouvrage conduiraient a` des
formules le´ge`rement diffe´rentes pour les cas α > 2 et α = 2. C’est la raison pour
laquelle nous avons pre´fe´re´ exclure cette dernie`re valeur, qui n’est de toute manie`re
pas d’actualite´. L’hypothe`se Cα ≥ 3 qui est ve´rifie´e pour la multiplication rapide de
Strassen et pour toutes les autres multiplications rapides connues, n’est pas non plus
restrictive et simplifie quelques calculs.
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L’approche (( diviser pour gagner )) donne un algorithme qui montre
que le proble`me de l’inversion d’une matrice triangulaire inversible (au-
trement dit, fortement re´gulie`re) admet une solution en SD(nα, log2 n)
avec une constante asymptotique de l’ordre de 4 Cα pour la taille et de
l’ordre de Kα pour la profondeur du circuit.
Proposition 7.2.2 Soit A un anneau arbitraire, n un entier ≥ 2 et
A ∈ An×n une matrice triangulaire inversible.
Alors l’inverse de A peut eˆtre calcule´e par une famille uniforme de
circuits arithme´tiques de taille τ(n) et de profondeur pi(n) ve´rifiant :
τ(n) ≤ 4 Cα nα et pi(n) ≤ Kα log2 n+O(log n) .
Preuve. On peut toujours supposer A ∈ A2ν×2ν ou` ν = dlog ne (i.e.
2ν−1 < n ≤ 2ν) quitte a` rajouter 2ν − n lignes et 2ν − n colonnes
de ze´ros a` la matrice A, et remplir la partie (( sud-est )) restante par
la matrice unite´ I2ν−n, ce qui revient a` remplacer la matrice A par la
matrice A′ =
[
A 02ν−n,n
0n,2ν−n I2ν−n
]
∈ A2ν×2ν ou` 0p,q de´signe, pour tous
entiers naturels p et q, la matrice nulle a` p lignes et q colonnes.
Le calcul de A−1, si A est inversible, se rame`ne e´videmment a` celui
de A′−1 puisque dans ce cas A′ est inversible et
A′−1 =
[
A 02ν−n,n
0n,2ν−n I2ν−n
]−1
=
[
A−1 02ν−n,n
0n,2ν−n I2ν−n
]
.
Ainsi, remplace´e par A′, la matrice A peut eˆtre conside´re´e comme une
matrice 2ν × 2ν et s’e´crire (si elle est triangulaire infe´rieure) :
A =
[
A1 0
A3 A2
]
ou` A1, A2, A3 ∈ A2ν−1×2ν−1 avec A1, A2 triangu-
laires infe´rieures. Donc :
A est fortement re´gulie`re ⇐⇒ A1 et A2 sont fortement re´gulie`res.
De plus : A−1 =
[
A−11 02ν−1,2ν−1
−A−12 A3A−11 A−12
]
.
Le calcul de A−11 et A
−1
2 se fait en paralle`le avec un circuit arithme´-
tique de taille τ(2ν−1) et de profondeur pi(2ν−1). On re´cupe`re ensuite
le re´sultat, c’est-a`-dire la matrice A−1, a` partir de A−11 et A
−1
2 , en
calculant le produit A−12 A3A
−1
1 de trois matrices 2
ν−1 × 2ν−1.
Ce qui donne les relations de re´currence vraies pour tout ν ≥ 1 avec
τ(1) = pi(1) = 1 :{
τ(2ν) = 2 τ(2ν−1) + 2 Cα 2(ν−1)α
pi(2ν) = pi(2ν−1) + 2 Kα ν .
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On obtient par sommation lorsque n = 2ν , avec a = 2α−1 :{
τ(n) = (Cα n
α − (Cα + 1− a)n) / (a− 1) ≤ 1a−1 Cα nα
pi(n) = Kα (log n+ 1) log n + 1 .
(ici on a utilise´ sur la premie`re ligne l’hypothe`se Cα ≥ 3).
Pour le cas ge´ne´ral, on remplace n par 2dlog ne < 2n, log n par
1 + log n et on obtient les majorations (2 < a ≤ 4) :{
τ(n) ≤ 2 aa−1 Cα nα ≤ 4 Cα nα
pi(n) ≤ Kα (log2 n+ 3 log n+ 2) + 1 . 2
7.3 Complexite´ biline´aire
Soit un corps K et trois K – espaces vectoriels E, F , G de dimen-
sions finies. Rappelons qu’une application biline´aire ψ : (x, y) 7→ ψ(x, y)
de E × F vers G est une application qui est se´pare´ment line´aire en x
et en y.
Retour sur les e´galite´s de Strassen-Winograd
Re´e´crivons les e´galite´s de Strassen-Winograd donne´es dans la section
7.1, sous une forme ou` nous isolons les multiplications :
α1 := α11 β1 := β11
α2 := α12 β2 := β21
α3 := α11 − α21 β3 := β22 − β12
α4 := α21 + α22 β4 := β12 − β11
α5 := α21 + α22 − α11 β5 := β22 − β12 + β11
α6 := α12 − α21 − α22 + α11 β6 := β22
α7 := α22 β7 := β22 − β12 + β11 − β21
µi := αiβi (i = 1, . . . , 7) γ11 := µ1 + µ2
γ12 := µ1 + µ4 + µ5 + µ6
γ21 := µ1 + µ3 + µ5 − µ7
γ22 := µ1 + µ3 + µ5 + µ4
Ici nous avons conside´re´ avec trois matrices A, B, C les entre´es
de A comme des formes line´aires αij , celles de B comme des formes
line´aires βjk, celles de C comme des formes line´aires γik. Ces formes
line´aires sont de´finies sur l’espace des matrices carre´es d’ordre 2 sur un
anneau A. Les 8 affectations qui de´finissent le produit C := AB,
γik := αi1β1k + αi2β2k
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ont e´te´ remplace´es par d’autres affectations, avec l’avantage de n’avoir
que 7 multiplications.
L’analyse de complexite´ nous a montre´ que ce passage de 8 a` 7 e´tait
un avantage de´cisif, inde´pendamment du nombre des additions utilise´es
par ailleurs.
Nous avons utilise´ 7 formes line´aires α` sur l’espace ou` vit la matrice
A, 7 formes line´aires β` sur l’espace ou` vit la matrice B, effectue´ les 7
produits µ` = α`β` et re´cupe´re´ les γik comme combinaisons line´aires
des µ`.
Si nous appelons (c11, c12, c21, c22) la base canonique de l’espace ou`
vit la matrice C, nous pouvons e´crire
C := µ1c1 + µ2c2 + · · ·+ µ7c7 i.e., C :=
∑7
`=1
α` · β` · c`
ou` les c` sont des combinaisons line´aires suivantes des cij :
c1 := c11 + c12 + c21 + c22 c2 := c11 c3 := c21 + c22 c4 := c12 + c22
c5 := c12 + c21 + c22 c6 := c12 c7 := −c21
Bilan des courses : 7 formes line´aires (( en A )), 7 formes line´aires (( en
B )) et 7 vecteurs (( en C )). En mathe´matiques un peu plus savantes on
re´e´crit ceci en utilisant la notation tensorielle. L’application biline´aire
(A,B) 7→ C = AB correspond au tenseur suivant, (le premier membre
de l’e´galite´ provient directement de la de´finition)∑
i,j,k∈{1,2} αij ⊗ βjk ⊗ cik =
∑7
`=1
α` ⊗ β` ⊗ c`
On peut conside´rer, au choix, que ces tenseurs appartiennent a` un espace
tensoriel abstrait construit a` partir des trois espaces E, F , G ou` vivent
les matrices A, B, C, ou bien qu’ils sont dans l’espace des applications
biline´aires de E×F vers G. Dans ce dernier cas un tenseur e´le´mentaire
α⊗ β ⊗ c est e´gal par de´finition a` l’application biline´aire
(A,B) 7−→ α(A) · β(B) · c
7.3.1 Rang tensoriel d’une application biline´aire
Conside´rons plus ge´ne´ralement un corps K, trois K – espaces vecto-
riels E, F , G de dimensions finies. Soient (ei)i∈I , (fj)j∈J , (g`)`∈L des
bases de E, F , G et notons (e?i )i∈I , (f
?
j )j∈J , (g
?
` )`∈L les bases duales.
Toute application biline´aire ψ de E×F vers G est alors une somme de
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tenseurs e´le´mentaires : ψ est comple`tement de´termine´e par les images
qu’elle donne pour les vecteurs des bases canoniques de E et F , et si
ψ(ei, fj) =
∑
` γij` g` on obtient ipso facto
ψ =
∑
i,j,`
γij` e
?
i ⊗ f?j ⊗ g`
Les γij` peuvent eˆtre appele´es les coordonne´es de ψ sur les trois bases
(ei)i∈I , (fj)j∈J , (g`)`∈L.
L’important du point de vue du calcul sont les re`gles de manipulation
des tenseurs, qui disent qu’on a le droit d’utiliser ⊗ comme (( n’importe
quel )) produit (en utilisant la line´arite´ par rapport a` chacune des entre´es,
l’associativite´, mais pas la commutativite´).
On peut par exemple supprimer les symboles ⊗ et calculer avec des
variables formelles xi, yj , z` a` la place des e
?
i , f
?
j , g` a` condition de ne
pas autoriser la commutation de deux variables entre elles (par contre,
elles commutent avec les e´le´ments de K). L’objet abstrait correspondant
a` ce calcul s’appelle l’anneau des polynoˆmes non commutatifs a` coeffi-
cients dans K.
De´finition 7.3.1 (Rang tensoriel d’une application biline´aire) Soient
K un corps, E, F , G trois K – espaces vectoriels de dimension finie.
On note Bil(E,F ;G) l’espace des applications biline´aires de E×F vers
G. Soit ψ ∈ Bil(E,F ;G). On appelle rang tensoriel de ψ le plus petit
entier r tel que ψ puisse s’e´crire sous forme∑r
`=1
ε` ⊗ ϕ` ⊗ g`
ou` les ε` sont dans E
?, les ϕ` sont dans F
? et les g` sont dans G.
Autrement dit encore c’est le plus petit entier r tel que ψ puisse s’e´crire
comme compose´e de trois applications selon le format suivant
E × F ε×ϕ−→ Kr ×Kr µr−→ Kr g−→ G
ou` ε : E → Kr, ϕ : F → Kr et g : Kr → G sont des applications
line´aires et µr : Kr×Kr → Kr est le produit coordonne´e par coordonne´e.
Le programme d’e´valuation arithme´tique correspondant s’appelle un cal-
cul biline´aire de ψ. Le rang tensoriel de ψ est encore appele´ la com-
plexite´ biline´aire de ψ. Nous le noterons R(ψ), ou s’il y a ambiguite´
RK(ψ).
L’importance du rang tensoriel dans les questions de complexite´ alge´-
brique a e´te´ souligne´e par Gastinel ([33]) et Strassen ([87, 90, 91]).
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Remarque 7.3.2 Nous laissons libre choix pour l’interpre´tation du ten-
seur ε` ⊗ ϕ` ⊗ g`. Pour les gens savants cet objet vit dans un espace
tensoriel abstrait E? ⊗ F ? ⊗ G, canoniquement isomorphe a` l’espace
des applications biline´aires E × F → G. Mais on peut conside´rer aussi
que cet objet est e´gal par de´finition a` l’application biline´aire (x, y) 7→
ε`(x) · ϕ`(y) · g`.
Remarque 7.3.3 Le lecteur ou la lectrice peut donner la de´finition
analogue pour le rang tensoriel d’une application line´aire, ou celui d’une
forme biline´aire, et ve´rifier qu’on retrouve la notion usuelle de rang pour
ces objets.
Remarque 7.3.4 Nous pourrions remplacer dans la de´finition 7.3.1
le corps K par un anneau commutatif arbitraire A, a` condition de
conside´rer des espaces convenables analogues aux espaces vectoriels. Une
possibilite´ est de conside´rer que E, F et G doivent eˆtre des A – modu-
les libres, c’est-a`-dire des modules (isomorphes a`) Ae, Af et Ag. Par
exemple pour le produit matriciel, le cadre le plus naturel serait de choi-
sir de travailler sans aucune hypothe`se pre´cise, c’est-a`-dire sur l’anneau
Z.
Remarque 7.3.5 Contrairement au rang d’une application line´aire, le
rang tensoriel d’une application biline´aire est en ge´ne´ral difficile a` de´ter-
miner. Il ne semble pas qu’on connaisse d’algorithme qui re´alise ce tra-
vail, sauf pour quelques classes de corps particuliers (les corps finis ou
les corps alge´briquement clos par exemple). Mais meˆme dans ces cas,
les algorithmes sont impraticables. La de´termination du rang tensoriel
des applications biline´aires sur un corps fini fixe´ est un proble`me NP-
complet (cf. [43]) : le proble`me, en prenant pour entre´es un entier r et
une application biline´aire ψ donne´e par ses coordonne´es sur trois bases,
est de de´terminer si le rang tensoriel de ψ est ≤ r ou non.
Rang tensoriel de la multiplication des matrices
La notation tensorielle n’a pas seulement l’avantage de l’e´le´gance.
Elle a aussi le me´rite de nous aider a` re´fle´chir sur les calculs mis en
œuvre. La meilleure synthe`se de l’ide´e de Strassen est peut-eˆtre de dire
que le miracle s’est produit quand il a pu e´crire le tenseur de la mul-
tiplication des matrices carre´es d’ordre 2 comme somme de 7 tenseurs
e´le´mentaires.
7.3. Complexite´ biline´aire 201
Chaque fois qu’on arrive a` e´crire la multiplication des matrices car-
re´es d’ordre k comme une somme de h tenseurs e´le´mentaires, avec une
bonne valeur de log h/ log k on obtient imme´diatement que la multipli-
cation des matrices tombe dans la classe SD(nlog h/ log k, log n) car le
calcul de complexite´ de la section 7.1 pourra fonctionner a` l’identique.
Plus pre´cise´ment, la possibilite´ d’effectuer des produits de matri-
ces carre´es d’ordre k` par blocs de taille k`−1 implique re´cursivement
que ce produit matriciel est repre´sente´ par une somme de h` tenseurs
e´le´mentaires. En outre si la profondeur du programme d’e´valuation cor-
respondant au produit des matrices d’ordre k est un entier K alors
celle du programme d’e´valuation correspondant au produit des matrices
d’ordre k` est e´gale a` `K, et sa profondeur multiplicative (c’est-a`-dire
la profondeur mesure´e en ne tenant compte que des multiplications es-
sentielles, cf. de´finition 3.1.3 page 116) est e´gale a` `.
Depuis la de´couverte de Strassen, un nouveau sport a e´te´ cre´e´, auquel
ont participe´ quelques grands noms de la complexite´ alge´brique : faire di-
minuer log h/ log k en e´laborant des identite´s alge´briques ine´dites, pour
des valeurs de k de plus en plus grandes.
Un aspect fascinant de la notation tensorielle pour les applications
biline´aires est qu’elle e´tablit une syme´trie entre les trois espaces E, F ,
G en jeu (rappelons qu’il s’agit ici d’espaces de matrices). Syme´trie
qui n’est pas directement visible sur la de´finition. En fait, il n’y au-
rait vraiment syme´trie que si nous conside´rions notre tenseur comme
repre´sentant l’application triline´aire
(A,B,C) 7−→
∑
i,j,k
αijβjkγki
L’e´criture tensorielle permet de traiter des arguments de dualite´ sous
forme scripturale. Pour montrer que ce jeu d’e´criture est bien plus qu’un
jeu, prenons de nouveau les e´galite´s de Strassen-Winograd que nous
re´e´crivons avec des tenseurs ou` nous ne marquons pas la diffe´rence entre
formes line´aires et vecteurs. Cela donne alors pour le produit matriciel
l’e´galite´
∑
i,j,k∈{1,2} aij ⊗ bjk ⊗ cik =
∑7
`=1
a` ⊗ b` ⊗ c`
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avec
a1 := a11 b1 := b11 c1 := c11 + c12 + c21 + c22
a2 := a12 b2 := b21 c2 := c11
a3 := a11 − a21 b3 := b22 − b12 c3 := c21 + c22
a4 := a21 + a22 b4 := b12 − b11 c4 := c12 + c22
a5 := a21 + a22 − a11 b5 := b22 − b12 + b11 c5 := c12 + c21 + c22
a6 := a12 − a21 − a22 + a11 b6 := b22 c6 := c12
a7 := a22 b7 := b22 − b12 + b11 − b21 c7 := −c21
Pour re´aliser une syme´trie par permutation circulaire dans la de´finition,
e´changeons les indices i et k dans les cik. Alors, vu l’invariance par
permutation circulaire nous pouvons remplacer partout a, b et c par
b, c et a. Et finalement nous permutons a` nouveau les indices i et k
dans les (nouveaux) cik pour revenir a` la de´finition. Ceci nous donne
d’autres e´galite´s, qui peuvent tout aussi bien servir que les premie`res :
a1 := a11 + a21 + a12 + a22 b1 := b11 c1 := c11
a2 := a11 b2 := b12 c2 := c12
a3 := a12 + a22 b3 := b11 − b21 c3 := c22 − c21
a4 := a21 + a22 b4 := b21 + b22 c4 := c21 − c11
a5 := a21 + a12 + a22 b5 := b21 + b22 − b11 c5 := c22 − c21 + c11
a6 := a21 b6 := b12 − b21 − b22 + b11 c6 := c22
a7 := −a12 b7 := b22 c7 := c22 − c21 + c11 − c12
Naturellement, dans le cas pre´sent, on obtient seulement sans fatigue
un nouveau syste`me d’identite´s alge´briques pour traiter le meˆme pro-
duit matriciel. Mais si nous e´tions parti d’un produit de matrices rec-
tangulaires non carre´es, la permutation circulaire deviendrait un outil
vraiment efficace, produisant des identite´s correspondant a` un cas de fi-
gure vraiment nouveau. Cette remarque importante remonte a` 1972 (cf.
[46, 75]).
Notez que nous avons une situation familie`re analogue si nous conside´rons
le cas des applications line´aires de E vers F . La dualite´ nous dit que le
passage de ϕ a` tϕ est un isomorphisme. En termes de matrices c’est
une banale transposition. En termes d’e´criture tensorielle, c’est un jeu
d’e´criture. Les tenseurs remplacent les matrices lorsqu’il y a plus que
deux espaces en cause.
Notation 7.3.6 (Rang tensoriel de la multiplication des matrices)
Soient m, n, p trois entiers > 0 et K un corps. On note 〈m,n, p〉K (ou
〈m,n, p〉) l’application biline´aire
(A,B) 7−→ AB ou` A ∈ Km×n, B ∈ Kn×p et AB ∈ Km×p
On note donc le rang tensoriel par R 〈m,n, p〉, ou si on doit pre´ciser
RK 〈m,n, p〉.
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Proposition 7.3.7 (Rang tensoriel de la multiplication des matrices)
(1) Si m ≤ m′, n ≤ n′ et p ≤ p′ alors R 〈m,n, p〉 ≤ R 〈m′, n′, p′〉
(2) R 〈mm′, nn′, pp′〉 ≤ R 〈m,n, p〉 ·R 〈m′, n′, p′〉
(3) R 〈m1 +m2, n1 + n2, p1 + p2〉 ≤
∑
i,j,k∈{1,2}R 〈mi, nj , pk〉
(4) R
〈
n`, n`, n`
〉 ≤ (R 〈n, n, n〉)`
(5) R 〈m,n, p〉 est invariant par permutation des entiers m, n, p.
(6) R 〈1, n, 1〉 = n et R 〈m,n, 1〉 = mn
Preuve. Le point (1) est facile : on peut comple´ter des matrices cor-
respondant au format (m,n, p) par des 0 pour en faire des matrices au
format (m′, n′, p′).
Les points (2), (3) re´sultent de la possibilite´ de faire des produits de
matrices par blocs. Et (4) re´sulte de (2).
Le point (5) a e´te´ explique´ avant la proposition (voir page 201). On peut
redire a` peu pre`s la meˆme chose sous la forme suivante un peu plus abs-
traite, qui de´crit peut-eˆtre mieux l’essence du re´sultat. Si E1, E2, E3
sont trois K – espaces vectoriels de dimensions finies p, n, m, alors la
multiplication des matrices correspondante 〈m,n, p〉 : (A,B) 7→ AB est
un e´le´ment canonique θ de l’espace
Bil(Hom(E2, E3),Hom(E1, E2); Hom(E1, E3)) = Bil(E,F ;G)
Si nous notons L3(E,F,G) l’espace des formes triline´aires sur E×F×G,
nous avons un isomorphisme canonique
Bil(E,F ;G) ' L3(E,F,G?) ψ 7−→ ϕ = ((x, y, γ) 7→ γ(ψ(x, y))
Dans la situation pre´sente, il y a aussi une dualite´ canonique entre
Hom(E1, E3) = G et Hom(E3, E1) donne´e sous forme matricielle par
(C,D) 7→ Tr(CD), ce qui fournit un isomorphisme canonique entre
Hom(E3, E1) et G
?. Une fois mis bout a` bout tous ces isomorphismes
canoniques, on voit que l’e´le´ment canonique
θ ∈ Bil(Hom(E2, E3),Hom(E1, E2); Hom(E1, E3))
correspond a` l’e´le´ment canonique
θ′ ∈ L3(Hom(E2, E3),Hom(E1, E2),Hom(E3, E1))
donne´ sous forme matricielle par (A,B,D) 7→ Tr(ABD). Maintenant il
est bien connu que Tr(ABD) = Tr(BDA) = Tr(DAB) et Tr(ABD) =
Tr( t(ABD)) = Tr( tD tB tA). Ceci e´tablit les syme´tries demande´es.
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Voyons maintenant le point (6). Nous reprenons les notations pre´ce´dentes
avec E1 = K, donc on identifie Hom(E1, Ei) a` Ei (i = 2, 3). Regar-
dons l’espace Bil(E,F ;G) sous la forme (canoniquement e´quivalente)
Hom(E,Hom(F,G)). Si on e´crit le produit d’une matrice par un vecteur
colonne (A,X) 7→ AX sous forme∑i=m,j=n
i,j=1
αij ⊗ βj1 ⊗ ci1 =
∑r
`=1
α` ⊗ β` ⊗ c`
on voit que l’application line´aire correspondante de E vers Hom(F,G)
est nulle sur
⋂r
l=1 Ker(α`). Mais dans le cas pre´sent, modulo les identi-
fications pre´ce´dentes, cette application line´aire n’est autre que l’applica-
tion identique de E. Son noyau est donc re´duit a` {0} et r est au moins
e´gal a` la dimension de E c’est-a`-dire a` mn. uunionsq
7.3.2 Exposant de la multiplication des matrices carre´es
De´finition 7.3.8 On dit que α est un exposant acceptable pour la mul-
tiplication des matrices carre´es si celle-ci peut eˆtre re´alise´e en SD(nα,
log n). La borne infe´rieure des exposants acceptables est appele´e l’expo-
sant de la multiplication des matrices carre´es et elle est note´e ω.
A priori on devrait mettre en indice le corps K pour les exposants α
et ω. Les re´sultats concernant ces exposants dont nous rendons compte
sont cependant inde´pendants du corps K conside´re´.
The´ore`me 7.3 (Rang tensoriel et exposant de la multiplication des
matrices carre´es)
(1) S’il existe n et r tels que R 〈n, n, n〉 = r alors l’exposant α =
log r
logn est acceptable pour la multiplication des matrices carre´es.
(2) S’il existe m, n, p et r tels que R 〈m,n, p〉 = r alors l’exposant
α = 3 log rlogmnp est acceptable pour la multiplication des matrices
carre´es.
Preuve. Comme nous l’avons de´ja` remarque´ le point (1) re´sulte du
meˆme calcul de complexite´ que celui fait dans la section 7.1.
Le point (2) re´sulte du point (1) puisque d’apre`s les points (2) et (5) de
la proposition 7.3.7 on a (avec N = mnp)
R 〈N,N,N〉 ≤ R 〈m,n, p〉 R 〈n, p,m〉 R 〈p,m, n〉 = (R 〈m,n, p〉)3
uunionsq
En fait la conclusion dans le the´ore`me pre´ce´dent est non seule-
ment qu’il existe une famille de circuits arithme´tiques dans la classe
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SD(nα, log n) qui re´alise la multiplication des matrices carre´es, mais
qu’on sait construire explicitement une telle famille uniforme de circuits
arithme´tiques. En outre le temps de construction du circuit arithme´ti-
que nume´ro n est proportionnel a` sa taille, selon les lignes de la preuve
du the´ore`me 7.2.
Le point (1) du the´ore`me ci-dessus peut eˆtre pre´cise´ comme suit (par
le meˆme calcul qu’a` la section 7.1).
Proposition 7.3.9 (Pre´cision pour le the´ore`me 7.3 (1)) Supposons que
l’application biline´aire 〈n, n, n〉 puisse eˆtre calcule´e par un circuit arith-
me´tique de profondeur ` contenant r multiplications essentielles et
s autres ope´rations arithme´tiques (addition, soustraction, multiplica-
tion par une constante), avec r > n2. Alors l’application biline´aire
〈nν , nν , nν〉 peut eˆtre calcule´e par un circuit arithme´tique de profon-
deur ν ` contenant rν multiplications essentielles et s r
ν−n2ν
r−n2 autres
ope´rations arithme´tiques.
7.3.3 Complexite´ biline´aire versus complexite´ multiplica-
tive
Soient K un corps, H, G deux K – espaces vectoriels de dimension
finie. Une application quadratique de H vers G est par de´finition une
application de la forme Ψ : x 7→ ψ(x, x) ou` ψ ∈ Bil(H,H;G). Si (hi)i∈I
et (g`)`∈L sont des bases de H et G il revient au meˆme de dire que
chaque coordonne´e de Ψ(x) est une forme quadratique en x, c’est-a`-
dire un polynoˆme homoge`ne du second degre´ en les coordonne´es de x.
Si les coordonne´es de x sont prises comme variables, on peut alors
conside´rer les programmes d’e´valuation arithme´tiques sans division qui
permettent de calculer les coordonne´es de Ψ(x). La complexite´ mul-
tiplicative de Ψ est alors de´finie comme la plus petite longueur mul-
tiplicative d’un tel programme d’e´valuation. Nous la noterons M(Ψ).
Comme les changements de base ne couˆtent rien en longueur multiplica-
tive cette de´finition ne de´pend pas du choix des bases. Le lemme suivant
est une paraphrase de la proposition 3.1.6 dans le cas d’une application
quadratique.
Lemme 7.3.10 Avec les notations pre´ce´dentes la complexite´ multipli-
cative d’une application quadratique Ψ est aussi e´gale au plus petit entier
r tel que Ψ puisse s’e´crire comme compose´e de trois applications selon
206 7. Multiplication rapide des matrices
le format suivant
H
(η,ζ)−→ Kr ×Kr µr−→ Kr g−→ G
ou` η : H → Kr, ζ : H → Kr et g : Kr → G sont des applica-
tions line´aires et µr : Kr × Kr → Kr est le produit coordonne´e par
coordonne´e. Un programme d’e´valuation arithme´tique correspondant a`
cette de´composition s’appelle un calcul quadratique de Ψ.
Remarque 7.3.11 Si on conside´rait des circuits arithme´tiques avec
division on ne pourrait pas diminuer pour autant la longueur multipli-
cative pour e´valuer une application quadratique, au moins dans le cas
d’un corps infini, d’apre`s le the´ore`me 3.1 et la proposition 3.2.3.
Proposition 7.3.12 Soient K un corps, E, F , G trois K – espaces
vectoriels de dimension finie. Soit ψ ∈ Bil(E,F ;G) et H = E × F .
Alors ψ est une application quadratique de H vers G. Sa complexite´
biline´aire R(ψ) et sa complexite´ multiplicative M(ψ) sont relie´es par
M(ψ) ≤ R(ψ) ≤ 2M(ψ)
Preuve. La premie`re ine´galite´ est e´vidente. Pour la seconde conside´rons
un programme quadratique comme dans le lemme 7.3.10 qui calcule
ψ(u, v) avec m = M(ψ) multiplications essenteielles. On a donc
ψ(u, v) =
∑m
`=1
α`(u, v) · β`(u, v) · g`
ou` les α` et β` sont dans H
?. Remarquons qu’on a
α`(u, v) · β`(u, v) = α`(u, 0) · β`(u, 0) + α`(0, v) · β`(0, v)+
α`(u, 0) · β`(0, v) + α`(0, v) · β`(u, 0)
Puisque ψ(u, v) est biline´aire on a ψ(u, 0) = 0 et on peut supprimer
les termes α`(u, 0) · β`(u, 0) · g` dont la somme est nulle. Meˆme chose
avec ψ(0, v) = 0 et finalement on obtient
ψ(u, v) =
∑m
`=1
(α`(u, 0) · β`(0, v) + β`(u, 0) · α`(0, v)) · g`
et ceci montre que R(ψ) ≤ 2r. uunionsq
On en de´duit le re´sultat suivant qui relie le rang tensoriel et l’expo-
sant de la multiplication des matrices carre´es.
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The´ore`me 7.4 L’exposant ω de la multiplication des matrices carre´es
est e´gal a` la borne infe´rieure des exposants α qui ve´rifient, pour au
moins un entier n, l’ine´galite´ R 〈n, n, n〉 ≤ nα. On a aussi
ω = lim
n→∞
logR 〈n, n, n〉
log n
= lim
n→∞
logM(〈n, n, n〉)
log n
ou` chaque suite converge vers sa borne infe´rieure.
Preuve. Il est clair d’apre`s la proposition 7.3.12 que les deux suites
conside´re´es ont la meˆme borne infe´rieure β.
On a le re´sultat direct plus pre´cis dans le the´ore`me 7.3 : tout exposant α
strictement supe´rieur a` la borne infe´rieure des logR 〈n,n,n〉logn est acceptable
pour la multiplication des matrices carre´es.
Pour la re´ciproque on conside`re un α > β. Pour un n0 assez grand
on a un programme d’e´valuation sans division de longueur < nα0 /2 qui
calcule l’application quadratique 〈n0, n0, n0〉. A fortiori sa longueur mul-
tiplicative est < nα0 /2 et on a R 〈n0, n0, n0〉 ≤ 2M(〈n0, n0, n0〉) < nα0 .
uunionsq
Malgre´ la relation tre`s e´troite entre M(ψ) et R(ψ), c’est seulement
la conside´ration du rang tensoriel qui permet de de´montrer les re´sultats
de base concernant l’exposant de la multiplication des matrices. Cela
tient a` ce que la proposition 7.3.7 ne serait pas vraie en remplac¸ant
le rang tensoriel par la longueur multiplicative. Le fait d’interdire la
commutation dans les tenseurs est ce qui permet de traiter correctement
le produit des matrices par blocs.
7.3.4 Extension du corps de base
Soient K un corps, E, F , G trois K – espaces vectoriels de dimension
finie. Soit ψ ∈ Bil(E,F ;G). Si L est une extension de K on peut e´tendre
ψ a` L de manie`re naturelle. Nous nous en tiendrons ici a` un point de
vue pragmatique et purement calculatoire. Si (ei)i∈I , (fj)j∈J , (g`)`∈L
sont des bases de E, F , G et si
ψ =
∑
i,j,`
γij` e
?
i ⊗ f?j ⊗ g`
nous conside´rons trois L – espaces vectoriels EL, FL, GL ayant les
meˆmes bases et l’extension ψL de ψ est de´finie par la meˆme e´galite´.
Comme tout calcul biline´aire dans K est aussi un calcul biline´aire dans
L on a ne´cessairement l’ine´galite´ RL(ψL) ≤ RK(ψ), mais il se peut
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que l’utilisation de constantes dans L puisse faciliter le calcul de ψ et
l’ine´galite´ peut eˆtre stricte.
Nous allons cependant voir dans ce paragraphe que l’exposant de la
multiplication des matrices ne peut pas changer lorsqu’on passe d’un
corps K a` une extension L.
Lemme 7.3.13 Avec les notations pre´ce´dentes
1) Si L est une extension finie de K de degre´ n il existe un entier m ≤
n3 tel que pour toute application biline´aire ψ on a RK(ψ) ≤ mRL(ψL).
En particulier l’exposant de la multiplication des matrices ne change pas
lorsqu’on passe de K a` L.
2) Si L = K(t) (corps des fractions rationnelles en t) et si K est infini,
on a l’e´galite´ RL(ψL) = RK(ψ).
Preuve. Dans le cas 2) la famille finie des constantes cs(t) dans L
utilise´es par le circuit arithme´tique peut eˆtre remplace´e par des cons-
tantes cs(a) ou` a ∈ K est choisi de manie`re a` n’annuler aucun des
de´nominateurs.
Dans le cas 1) conside´rons une base b = (1, b2, . . . , bn) de L lorsqu’on
le voit comme K – espace vectoriel. La multiplication dans L repre´sente
une application biline´aire sur K lorsqu’elle est traduite dans les coor-
done´es sur la base b. Cette application biline´aire L × L → L peut
eˆtre re´alise´e par m ≤ n3 multiplications essentielles dans K. En fait la
constante m peut eˆtre prise e´gale au rang tensoriel de cette application
biline´aire, qui est en ge´ne´ral note´ RK(L).
Tout calcul biline´aire dans L peut alors eˆtre mime´ par un calcul bili-
ne´aire dans K de la manie`re suivante. Chaque variable xi sur L est
remplace´e par n variables xi,n sur K qui repre´sentent les coordonne´es
de xi sur la base b. Seules les multiplications essentielles du calcul
dans L produisent des multiplications essentielles dans K. Dans cette
simulation, le nombre de multiplications essentielles est multiplie´ par la
constante m.
Si maintenant α > ωL il existe un entier n tel que RL 〈n, n, n〉 < nα,
donc pour une puissance convenable N = n` on a RK 〈N,N,N〉 ≤
RK(L) ·RL 〈N,N,N〉 < Nα, donc α ≥ ωK. uunionsq
On en de´duit le re´sultat suivant duˆ a` Scho¨nhage ([82]).
Proposition 7.3.14 L’exposant de la multiplication des matrices car-
re´es sur un corps K ne de´pend que de la caracte´ristique de K.
Preuve. Il suffit de prouver que l’exposant ne change pas lorsqu’on
passe d’un corps premier K (Q ou l’un des Fp) a` l’une de ses extensions
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L. Supposons qu’on ait RL(〈n, n, n〉) ≤ r ≤ nα, c’est-a`-dire qu’on ait
sur le corps L une e´galite´∑
i,j,k∈{1,...,n} αij ⊗ βjk ⊗ cik =
∑r
`=1
α` ⊗ β` ⊗ c`
On peut conside´rer les coordonne´es des α`, β`, c` sur les bases αij , βij ,
cij comme 3rn
2 inde´termine´es zs. L’e´galite´ des deux tenseurs ci-dessus
signifie que ces inde´termine´es ve´rifient un syste`me de n6 e´quations po-
lynomiales de degre´ 3 dont tous les coefficients sont e´gaux a` 1 ou 0.
Maintenant, le lecteur ou la lectrice connaˆıt peut-eˆtre le beau re´sultat
suivant 7 : lorsqu’un syste`me d’e´quations polynomiales sur un corps K
admet une solution dans une extension L, alors il admet une solution
dans une extension finie de K. On est donc ramene´ au premier cas du
lemme pre´ce´dent. uunionsq
Remarque 7.3.15 L’exposant ωK peut donc eˆtre e´tudie´ en prenant
pour K la cloˆture alge´brique de Q ou de Fp. Lorsqu’on a affaire a` un
corps alge´briquement clos K le rang tensoriel RK(〈n, n, n〉) est calcu-
lable en principe (sinon en pratique) car savoir si RK(〈n, n, n〉) ≤ m
revient a` de´terminer si un syste`me d’e´quations alge´briques admet ou
non une solution (comme dans la preuve de la proposition 7.3.14). Et
on sait, en principe, re´pondre a` ce genre de questions par un algorithme
d’e´limination. On ne sait cependant pas grand chose concernant ωK.
Cet exposant mythique est un nombre compris entre 2 et 2, 38. Mais on
ne sait apparemment toujours rien sur la vitesse avec laquelle la suite
logRK(〈n, n, n〉)/ log n (cf. the´ore`me 7.4) converge vers ωK. Il se pour-
rait que la vitesse de convergence soit si lente que le nombre ωK serait
de´finitivement impossible a` calculer.
7.4 Acce´le´ration par la me´thode des calculs bi-
line´aires approximatifs
7.4.1 Me´thode de Bini
La me´thode des calculs biline´aires approximatifs est inspire´e des
me´thodes nume´riques approche´es, elle a e´te´ invente´e par Bini et elle
7. Ce re´sultat admet de nombreuses preuves, dont certaines tout a` fait explici-
tes. Essentiellement c’est un re´sultat de la the´orie de l’e´limination. On peut le faire
de´couler du Nullstellensatz de Hilbert, du lemme de normalisation de Noether ou
encore de la the´orie des bases de Gro¨bner. Il se trouve dans les bons livres d’alge`bre.
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a quelque parente´ avec l’e´limination des divisions de Strassen. Elle a
de´bloque´ la situation pour l’exposant ω de la multiplication des matri-
ces.
Un exemple est le produit de deux matrices A,B ∈ A2×2 avec la
premie`re qui a son coefficient a2,2 nul. On sche´matise ce produit sous
la forme suivante (figure 7.1). Ce produit matriciel a` trous correspond
Figure 7.1 – Produit matriciel a` trou de Bini
a` un tenseur de rang 6 qui s’e´crit avec la notation des polynoˆmes non
commutatifs
ψ = a11b11c11 + a12b21c11 + a21b11c21 + a11b12c12 + a12b22c12 + a21b12c22
On introduit (pour les meˆmes variables) un tenseur de rang 5 perturbe´
par des ε xij (avec x = a, b ou c).
ϕ(ε) = (a12 + εa11) (b12 + εb22) c21 + (a21 + εa11) b11 (c11 + εc12)
−a12 b12 (c11 + c21 + εc22)− a12 (b11 + b12 + εb21) c11
+(a12 + a21) (b12 + εb21) (c11 + εc22)
Lorsqu’on de´veloppe on obtient
ϕ(ε) = εψ + ε2 θ(ε)
Nume´riquement on a donc lorsque ε est suffisamment petit ψ ' ϕ(ε)/ε.
On dit que ϕ constitue une approximation d’ordre 1 de ψ. On peut
transformer ceci en un calcul purement formel dans l’anneau des de´ve-
loppements limite´s a` l’ordre 1 en ε comme lorsqu’on e´limine les divisions
a` la Strassen. Naturellement, il n’y a pas de miracle, cela ne donne pas
une e´criture de ψ comme somme de 5 tenseurs e´le´mentaires. Mais il
y a ne´anmoins quelque chose a` gagner en prenant un peu de recul et
en analysant en de´tail ce qui se passe. Tout d’abord en appliquant le
sche´ma suivant (ou` on fait un produit par blocs non rectangulaires !) on
constate que le produit matriciel 〈3, 2, 2〉 peut eˆtre re´alise´ de manie`re
approximative (a` l’ordre 1) par une somme de 10 tenseurs e´le´mentaires
au lieu de 12. Graˆce au produit de matrices par blocs rectangulaires on
pourra alors re´aliser 〈12, 12, 12〉 de manie`re approximative (a` un ordre
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Figure 7.2 – Produit matriciel plein
convenable, nous allons de´finir cela un peu plus loin) comme somme de
103 tenseurs e´le´mentaires au lieu des 123 ne´cessaires dans la me´thode
usuelle. Enfin il reste a` re´aliser que lorsqu’on passe (graˆce au produit par
blocs) a` 〈12n, 12n, 12n〉 l’ordre d’approximation ne croˆıt pas trop vite
et que le couˆt du de´cryptage d’un calcul biline´aire approximatif en un
calcul biline´aire exact devient ne´gligeable devant 10εn pour n’importe
quel ε > 0. Tout ceci rame`ne l’exposant ω a`
3 log(10)/ log(12) < 2, 78 < 3 log(7)/ log(8) = 2, 807
Nous devons maintenant donner des de´finitions et e´nonce´s plus pre´cis
pour ve´rifier que ce plan de travail fonctionne bien.
De´finition 7.4.1 Soient K un corps, E, F , G trois K – espaces vecto-
riels de dimensions finies. Soit ψ ∈ Bil(E,F ;G). Soit L = K[ε] l’anneau
des polynoˆmes en la variable ε sur K. Un e´le´ment ϕ(ε) de Bil(EL, FL;
GL) est appele´ une approximation d’ordre q de ψ si on a
ϕ(ε) ≡ εq ψ modulo εq+1
Un calcul biline´aire de ϕ(ε) est appele´ un calcul biline´aire approximatif
de ψ a` l’ordre q. On appelle rang tensoriel marginal de ψ a` l’ordre q
le plus petit rang possible pour un calcul biline´aire approximatif de ψ a`
l’ordre q. On le note R(ψ, q). Enfin, le rang tensoriel marginal de ψ
est le plus petit des R(ψ, q) et il est note´ R(ψ). Nous dirons aussi plus
simplement le rang marginal de ψ.
Remarque 7.4.2 Nous utilisons ici des calculs biline´aires sur un an-
neau, comme il e´tait indique´ dans la remarque 7.3.4. De meˆme l’exten-
sion de ψ a` l’anneau K[ε] se fait comme dans le cas d’une extension du
corps de base (cf. page 207).
Remarque 7.4.3 Il est clair que lorsque q augmente, le rang tensoriel
marginal a` l’ordre q d’une application biline´aire ne peut que diminuer,
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autrement dit
R(ψ) = R(ψ, 0) ≥ R(ψ, 1) ≥ · · · ≥ R(ψ, q) ≥ R(ψ, q + 1) · · ·
Le rang tensoriel marginal a` l’ordre q d’une application biline´aire est a
priori nettement plus difficile a` calculer que son rang tensoriel. Le rang
marginal est encore plus difficile a` e´tablir. En fait on est satisfait quand
on a e´tabli une bonne majoration du rang marginal en explicitant un
calcul biline´aire approximatif.
Quel est le couˆt d’un de´cryptage d’un calcul biline´aire approxima-
tif a` l’ordre q ? Nous avons de´ja` fait un calcul analogue dans la preuve
de la proposition 3.1.6 qui concernait la possibilite´ d’une mise en forme
simplifie´e des circuits arithme´tiques sans division.
On commence par conside´rer que le calcul biline´aire de ϕ(ε) se passe
non pas sur l’anneau L = K[ε] mais sur l’anneau des de´veloppements
limite´s a` l’ordre q. Ensuite on simule toute variable Z, qui repre´sente un
e´le´ment de K[ε] modulo εq, par q+1 variables Z [k] dans K (0 ≤ k ≤ q)
qui repre´sentent les coefficients de Z en dessous du degre´ q. Quand on
doit calculer le coefficient de εq dans un tenseur X(ε)Y (ε)Z(ε) on voit
qu’on doit faire la somme des X [i] Y [j] Z [k] pour tous les triplets (i, j, k)
dont la somme vaut q. Il y a au plus (q+1)(q+2)/2 triplets de ce type.
En termes de rang tensoriel, cela signifie donc que le rang tensoriel de
ψ est majore´ par (q + 1)(q + 2)/2 fois son rang marginal a` l’ordre q.
Nous avons donc e´tabli le lemme suivant.
Lemme 7.4.4 Soit ψ une application biline´aire de´finie sur un corps K.
Si un calcul biline´aire approximatif a` l’ordre q de ψ a une complexite´
biline´aire `, on en de´duit par de´cryptage un calcul biline´aire de ψ de
complexite´ biline´aire ≤ ` · (q + 1)(q + 2)/2. En bref
R(ψ) ≤ (q + 1)(q + 2)
2
R(ψ, q)
(≤ q2 R(ψ, q) si q ≥ 4)
Maintenant nous devons examiner comment se comporte le rang margi-
nal du produit matriciel lorsqu’on utilise des produits par blocs.
Proposition 7.4.5 (Rang tensoriel marginal de la multiplication des
matrices)
(1) Le rang marginal R(〈m,n, p〉 , q) est une fonction croissante de
chacun des entiers m, n, p et de´croissante de l’entier q.
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(2) R(〈mm′, nn′, pp′〉 , q+q′) ≤ R(〈m,n, p〉 , q)·R(〈m′, n′, p′〉 , q′). En
particulier avec N = mnp on a
R(〈N,N,N〉 , 3q) ≤ (R(〈m,n, p〉 , q))3
(3) R(〈m1 +m2, n1 + n2, p1 + p2〉 , q) ≤
∑
i,j,k∈{1,2}R(〈mi, nj , pk〉 , q)
(4) R
(〈
n`, n`, n`
〉
, `q
) ≤ R(〈n, n, n〉 , q)`
(5) R(〈m,n, p〉 , q) est invariant par permutation des entiers m,n, p.
Preuve. Tout se passe comme avec le rang tensoriel usuel dans la preuve
de la proposition 7.3.7. Le seul point qui demande un peu d’attention
est le point (2). La meilleure manie`re de le comprendre est (encore une
fois) de prendre du recul. Il faut prendre du recul sur ce que repre´sente
le tenseur 〈m1m2, n1n2, p1p2〉 par rapport aux tenseurs 〈m1, n1, p1〉 et
〈m2, n2, p2〉. Lorsque nous voyons une matrice A de type m1m2×n1n2
comme une matrice de type m1 × n1 ayant pour entre´es des matrices
Aij de type m2 × n2 nous repe´rons une entre´e de la grosse matrice par
deux paires d’indices ((i1, j1), (i2, j2)) correspondant au couple d’indices
(i1(m2 − 1) + i2, j1(n2 − 1) + j2) comme dans l’exemple de´crit par la
figure 7.4.1 avec (m1, n1) = (5, 6), (m2, n2) = (3, 4), (i1, i2) = (3, 1) et
(j1, j2) = (4, 2).
(3, 1)
(4, 2)
s
Figure 7.3 – Nume´rotation par blocs
Cependant la mise en ligne de la paire (i1, i2) sous forme i1(m2−1)+
i2, si elle est indispensable au dessin et a` une premie`re compre´hension
des choses, est plutoˆt un obstacle pour ce qui concerne la compre´hension
du calcul (( emboite´ )) que repre´sente un produit par blocs. Prenons en
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effet les indices dans la grande matrice sous forme des couples (i, j) =
((i1, i2), (j1, j2)) comme dans la figure 7.4.1 (et non pas (i1(m2 − 1) +
i2, j1(n2 − 1) + j2) ni non plus ((i1, j1), (i2, j2))). Nous obtenons, en
notation de polynoˆmes non commutatifs :
〈m1m2, n1n2, p1p2〉 =
∑
i,j,k
ai,j bj,k ci,k
(ou` la somme est prise sur i ∈ I1 × I2, j ∈ J1 × J2, k ∈ K1 ×K2 pour
des ensembles d’indices de cardinalite´s convenables). Alors nous avons
l’e´galite´ :
〈m1m2, n1n2, p1p2〉 = 〈m1, n1, p1〉 〈m2, n2, p2〉
ou`
〈m1, n1, p1〉 =
∑
i1,j1,k1
ai1,j1 bj1,k1 ci1,k1 et
〈m2, n2, p2〉 =
∑
i2,j2,k2
a′i2,j2 b
′
j2,k2
c′i2,k2
(nous avons mis des ′ pour le cas ou` les ensembles d’indices dans le
premier tenseur ne seraient pas disjoints de ceux du second) a` condition
de respecter les re`gles de calcul suivantes
x(i1,i2),(j1,j2) = xi1,j1 x
′
i2,j2
(x vaut pour a, b ou c)
xi1,j1 y
′
i2,j2
= y′i2,j2 xi1,j1 (idem avec x et y 6= x)
Une fois ceci constate´, nous n’avons meˆme plus besoin de penser au
calcul emboite´ que repre´sente le produit par blocs. Nos nouvelles re`gles
de calcul fonctionnent toutes seules et produisent automatiquement le
re´sultat (2) aussi bien dans la proposition 7.3.7 que dans la proposition
7.4.5. Nous sommes en effet ramene´s maintenant a` la constatation ba-
nale suivante concernant les de´veloppements limite´s : le premier terme
non nul du produit de deux de´veloppements limite´s est le produit des
premiers termes non nuls de chacun des deux de´veloppements limite´s.
Et les ordres des deux de´veloppements limite´s s’ajoutent. uunionsq
Le raisonnement fait au de´but de ce paragraphe, en tenant compte
de la proposition 7.4.5 et du lemme 7.4.4 donne alors le re´sultat de Bini.
The´ore`me 7.5 (1) S’il existe n et r tels que R 〈n, n, n〉 ≤ r alors
nω ≤ r, c’est-a`-dire ω ≤ log rlogn .
(2) S’il existe m, n, p tels que R 〈m,n, p〉 ≤ r alors (mnp)ω/3 ≤ r,
c’est-a`-dire ω ≤ 3 log rlogmnp .
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En bref, pour ce qui concerne l’exposant ω, une ine´galite´ R 〈m,n, p〉
≤ r donne le meˆme re´sultat qu’une ine´galite´ R 〈m,n, p〉 ≤ r.
On pourra remarquer que la preuve du the´ore`me 7.5 est tout a` fait
explicite. Si on connait un calcul biline´aire approximatif a` l’ordre q qui
utilise r multiplications essentielles pour le produit matriciel 〈m,n, p〉
et si α > 3 log rlogmnp alors on sait construire un entier N et un calcul
biline´aire pour le produit matriciel 〈N,N,N〉 qui utilise moins de Nα
multiplications essentielles.
Corollaire 7.4.6 On a pour l’exposant de la multiplication des matrices
carre´es ω ≤ 3 log 10/ log 12 < 2.7799.
7.4.2 Une premie`re ame´lioration de´cisive de Scho¨nhage
La me´thode de Bini n’a pas donne´ dans un premier temps une ame´lio-
ration tre`s importante de l’exposant ω mais elle a ouvert la voie aux
ame´liorations suivantes, beaucoup plus substantielles.
Dans la me´thode de Strassen on remplace pour calculer le produit
matriciel 〈2, 2, 2〉 le calcul biline´aire avec 8 multiplications (correspon-
dant a` la de´finition du produit) par un calcul biline´aire avec seulement
7 multiplications essentielles, et on obtient ω ≤ 3 log 7/ log 8. Dans la
me´thode de Bini, on utilise un produit de matrices a` trous dans lesquel
les 6 multiplications qui interviennent dans la de´finition du produit ma-
triciel peuvent eˆtre remplace´es (dans un calcul biline´aire approximatif)
par seulement 5 multiplications essentielles. Cependant au lieu d’aboutir
a` ω ≤ 3 log 5/ log 6 comme dans la me´thode de Strassen, on a abouti
a` ω ≤ 3 log 10/ log 12. Scho¨nhage a pense´ qu’il y avait la` quelque chose
d’immoral et il a obtenu dans un travail me´morable (voir [82]) l’ame´lio-
ration de´cisive suivante.
The´ore`me 7.6 Si dans un produit de matrices a` trous, on est capable
de remplacer, dans un calcul biline´aire approximatif, les ρ multiplica-
tions qui interviennent dans la de´finition du produit matriciel par seu-
lement θ multiplications essentielles, alors ω ≤ 3 log θlog ρ . En particulier
ω ≤ 3 log 5log 6 ≤ 2, 695.
Le reste de ce paragraphe est consacre´ a` la preuve de ce the´ore`me,
selon les lignes de [82]. La preuve est faite sur un corps K infini, ce qui est
le´gitime d’apre`s la proposition 7.3.14. Le plus simple est de commencer
sur un exemple. Nous allons voir directement sur l’exemple de Bini quelle
est la machinerie mise en œuvre par Scho¨nhage. La me´thode ite´rative de
216 7. Multiplication rapide des matrices
Strassen donne des produits matriciels a` trous successifs du type suivant
(figures 7.4 et 7.5). Le produit matriciel a` trous ite´re´ une fois de la figure
Figure 7.4 – Bini ite´re´ une fois
7.4 peut eˆtre obtenu par un calcul biline´aire approximatif d’ordre 2 et
de rang 52 (au lieu de 62). Ceci se de´montre comme le point (2) dans la
proposition 7.4.5. Le produit matriciel a` trous ite´re´ deux fois (figure 7.5)
Figure 7.5 – Bini ite´re´ deux fois
peut eˆtre obtenu par un calcul biline´aire approximatif d’ordre 3 et de
rang 53. Ceci se de´montre aussi comme le point (2) dans la proposition
7.4.5.
Plus ge´ne´ralement, la meˆme preuve donne.
Proposition 7.4.7 Notons ϕ l’application biline´aire qui correspond a`
un produit matriciel a` trou (A,B) 7→ AB ou` certaines entre´es fixe´es
de A et B sont nulles et les autres sont des variables ine´pendantes.
Notons ϕ⊗k le produit matriciel a` trou obtenu en ite´rant k − 1 fois le
produit ϕ. Alors on a
R
(
ϕ⊗k
)
≤ (R(ϕ))k
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et
R
(
ϕ⊗k, kq
)
≤ (R(ϕ, q))k
De meˆme si on emboˆıte dans un produit par blocs deux produits matriciels
a` trous ϕ et ψ et qu’on note ϕ ⊗ ψ le produit matriciel a` trous que
l’on obtient, on a les ine´galite´s
R (ϕ⊗ ψ) ≤ R(ϕ)R(ψ)
et
R
(
ϕ⊗ ψ, q + q′) ≤ R(ϕ, q)R(ψ, q′)
Revenons a` notre exemple. Dans le produit de la figure 7.5 nous pou-
vons se´lectionner les 3 colonnes 2, 3, 5 de la premie`re matrice, qui con-
tiennent chacune 4 ve´ritables entre´es et les lignes 2, 3, 5 de la deuxie`me,
qui contiennent 8 entre´es. On obtient le produit a` trous U × V = W
suivant (figure 7.6). Du point de vue du calcul biline´aire approximatif,
cette extraction de lignes et de colonnes revient simplement a` rempla-
cer des variables par des 0 et donc ne peut que le simplifier. Si nous
Figure 7.6 – Produit a` trous extrait de (( Bini ite´re´ deux fois ))
conside´rons maintenant une matrice fixe´e G ∈ K4×8 l’application line´-
aire µG : U 7→ GU est en fait une application line´aire entre deux espaces
vectoriels de dimension 12. Admettons un moment que les coefficients
de G peuvent eˆtre choisis de manie`re que µG soit un isomorphisme
(lemme de compression). En posant GU = U ′ on voit que le produit
matriciel sans trou 〈4, 3, 8〉 est re´alise´ sous forme (U ′, V ) 7→ U ′ × V
par un calcul biline´aire approximatif d’ordre 3 et de rang 53 : de´crypter
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U ′ pour obtenir U (sans aucune multiplication essentielle) puis calculer
U × V .
De manie`re plus ge´ne´rale, nous pouvons conside´rer le produit a` trous
Ak × Bk obtenu en ite´rant k − 1 fois le processus de Bini. La matrice
Ak est de plus en plus creuse. Dans chaque colonne, le nombre d’entre´es
ve´ritables est e´gal a` une puissance de 2. En se´lectionnant les colonnes
ayant un meˆme nombre d’entre´es (disons mk colonnes avec 2
hk entre´es
non nulles), on obtient un produit a` trous Uk×Vk = Wk a` l’inte´rieur du
format
〈
2k,mk, 2
k
〉
. Chaque colonne de Uk a exactement 2
hk entre´es
ve´ritables. En appliquant le lemme de compression, nous choisissons une
matrice convenable Gk ∈ K2hk×2k nous remplac¸ons Uk par U ′k = Gk Uk
et nous obtenons un produit matriciel sans trou
〈
2hk ,mk, 2
k
〉
sous la
forme (U ′k, Vk) 7→ U ′k × Vk par un calcul biline´aire approximatif d’ordre
k et de rang 5k.
Quel est le comportement asymptotique de ce calcul ? On peut faci-
lement se convaincre que le produit mk 2
hk est obtenu comme l’un des
termes du de´veloppement de (1 + 2)k selon la formule du binoˆme. Cela
tient a` ce que la matrice a` trous initiale posse`de une colonne a` deux
entre´es et une autre a` une entre´e. Comme la formule du binoˆme est une
somme de (k + 1) termes, le plus grand de ces termes est certainement
supe´rieur a` 3k/(k+1). Donc par un choix optimal de hk nous obtenons
Nk = 2
hk ·mk · 2k ≥ 6
k
k + 1
Donc en appliquant la proposition 7.4.7
R (〈Nk, Nk, Nk〉 , 3k) ≤ 53k
d’ou` en appliquant le lemme 7.4.4
R 〈Nk, Nk, Nk〉 ≤ 9k2 53k
ce qui donne bien par passage a` la limite ω ≤ 3 log 5log 6 .
Avant de passer a` la preuve dans le cas ge´ne´ral, nous montrons le
lemme de compression.
Lemme 7.4.8 (lemme de compression) Soit A = (aij) une (( matrice
a` trous )) de format m× n dont les entre´es sont ou bien nulles ou bien
des variables inde´pendantes. Nous supposons que la matrice posse`de p
variables et m− p entre´es nulles dans chaque colonne. Si on spe´cialise
les variables dans le corps K on obtient un espace vectoriel EA de
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dimension n p. On suppose le corps K infini. Alors il existe une matrice
G ∈ Kp×m telle que l’application line´aire
µG,A : EA −→ Kp×n , U 7−→ GU
soit bijective.
Preuve. Les colonnes de U sont transforme´es inde´pendamment les unes
des autres. Chaque colonne Uj de la matrice U , en ne gardant que les
entre´es non nulles, est transforme´e selon le sche´ma
Uj 7−→ Gj Uj
ou` Gj est une matrice carre´e extraite de G en ne gardant que p co-
lonnes de G. Il s’ensuit que l’application line´aire µG,A est bijective si et
seulement si les matrices Gj sont inversibles. Pour cela, il suffit que p
colonnes distinctes de G soient toujours inde´pendantes. Ce proble`me de
ge´ome´trie combinatoire admet toujours une solution sur un corps ayant
suffisamment d’e´le´ments. Si on a de´ja` construit une matrice convenable
G avec ` ≥ p colonnes, pour rajouter une colonne, il faut choisir un
vecteur en dehors des hyperplans de´finis par n’importe quel syste`me de
p− 1 colonnes extraites de G. uunionsq
Passons maintenant a` la preuve du cas ge´ne´ral. Nous supposons que
nous avons un produit de matrice a` trous A× B par exemple du style
suivant (figure 7.7) qui peut eˆtre re´alise´ par un calcul biline´aire approxi-
Figure 7.7 – Un exemple arbitraire de produit matriciel a` trous
matif de manie`re e´conomique. Supposons que les colonnes successives de
A, au nombre de t contiennent respectivement m1, m2, . . ., mt entre´es
ve´ritables. Supposons que les t lignes successives de B contiennent
respectivement n1, n2, . . ., nt entre´es ve´ritables. A priori ce produit a`
trous re´clame
ρ = m1n1 + · · ·+mtnt
multiplications : le tenseur qui correspond a` sa de´finition est une somme
de ρ tenseurs e´le´mentaires (dans l’exemple ci-dessus, t = 3, (m1,m2,
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m3) = (2, 2, 1), (n1, n2, n3) = (1, 2, 4) et ρ = 10). Supposons qu’un cal-
cul biline´aire approximatif a` l’ordre ` et de rang θ permette de re´aliser
ce produit a` trous. Si on ite`re k − 1 fois ce calcul biline´aire approxima-
tif, on obtient un nouveau produit de matrices a` trous Ak × Bk. Par
exemple pour A2×B2, on obtient le produit a` trous suivant (figure 7.8).
Une colonne de Ak doit eˆtre indexe´e par un k-uple j = (j1, . . . , jk)
Figure 7.8 – L’exemple pre´ce´dent ite´re´ une fois
d’e´le´ments de {1, . . . , t}. Une telle colonne contient alors
mj1 · · · mjk = mu11 · · · mutt
entre´es non nulles, ou` chaque ui est e´gal au nombre des js e´gaux a` i. De
meˆme une ligne de Bk doit eˆtre indexe´e par un k-uple j = (j1, . . . , jk)
d’e´le´ments de {1, . . . , t} et elle contient nj1 · · · njk entre´es non nulles.
Parmi toutes les colonnes de Ak on de´cide de se´lectionner toutes celles
qui fournissent une certaine liste d’exposants (u1, . . . , ut). En particulier
elles ont toutes le meˆme nombre µk = m
u1
1 · · ·mutr d’entre´es non nulles
(avec u1 + · · · + ut = k). Le nombre des colonnes en question est e´gal
au coefficient multinomial
λk =
(
k
u1, . . . , ut
)
=
k !
u1! · · · ut!
De meˆme, nous se´lectionnons parmi les lignes de Bk toutes celles cor-
respondant aux meˆmes indices (qui sont des k-uples j = (j1, . . . , jk)).
Elles ont toutes le meˆme nombre d’entre´es non nulles νk = n
u1
1 · · · nutt .
Nous obtenons de cette manie`re un produit de matrice a` trous Uk ×Vk.
Comme les colonnes de Uk ont toutes le meˆme nombre µk d’entre´es
non nulles, on peut utiliser le lemme de compression. Meˆme chose pour
Vk en tenant compte du fait que toutes les lignes ont le meˆme nombre
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νk d’entre´es non nulles. En de´finitive nous obtenons un produit matri-
ciel sans trou de type 〈µk, λk, νk〉 qui est re´alise´ par un calcul biline´aire
approximatif d’ordre k` et de rang ≤ θk.
A quoi est e´gal µk · λk · νk ? C’est l’un des termes du de´veloppement
multinomial de (m1n1 + · · ·+mtnt)k = ρk. Si on choisit le terme le plus
grand dans cette somme on obtient donc
Mk = µk · λk · νk ≥ ρ
k(
k+t
t−1
) ≥ ρk
(k + 1)t−1
car il y a
(
k+t
t−1
)
termes dans cette somme. On termine comme dans le
cas particulier examine´ au de´but :
R (〈Mk,Mk,Mk〉 , 3k`) ≤ θ3k, R 〈Mk,Mk,Mk〉 ≤ 9 k2 `2 θ3k
et par passage a` la limite en appliquant le the´ore`me 7.4, ω ≤ 3 log θlog ρ .
Remarque 7.4.9 Dans [82] Scho¨nhage indique des produits matriciels
a` trous avec un rang marginal plus avantageux que celui de Bini, ce
qui donne ω ≤ 2, 6087. Mais ce dernier re´sultat est surpasse´ par la
formule asymptotique qu’il obtient ensuite et que nous exposons dans le
paragraphe suivant.
Remarque 7.4.10 Dans le lemme 7.4.4 il est possible de remplacer (q+
1)(q+ 2)/2 par 1 + 6q. Meˆme avec cette ame´lioration, c’est uniquement
pour des entiers N tre`s grands que la proce´dure de Bini aussi bien
que celle de Scho¨nhage fournissent un meilleur calcul biline´aire pour
〈N,N,N〉 que celui qui de´coule de la proce´dure originale de Strassen.
Ces me´thodes ne sont donc pas imple´mente´es sur machine.
7.4.3 Sommes directes d’applications biline´aires
Approfondissant son analyse des produits de matrices a` trous, Scho¨n-
hage a remarque´ que certains produits du type ci-dessous (figure 7.9)
permettent de construire a` partir d’un calcul biline´aire approximatif des
calculs biline´aires exacts donnant un meilleur exposant pour la mul-
tiplication des matrices carre´es que celui e´tabli dans le the´ore`me 7.6.
L’exemple de la figure 7.9 correspond a` la somme disjointe (on peut
dire aussi somme directe ou encore juxtaposition) des deux applications
biline´aires 〈1, 2, 1〉 et 〈3, 1, 3〉. De manie`re ge´ne´rale, la somme directe de
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Figure 7.9 – Somme directe de deux produits matriciels
deux applications biline´aires ϕ1 : E1 × F1 → G1 et ϕ2 : E2 × F2 → G2
est l’application biline´aire
ϕ : (E1 ⊕ E2)× (F1 ⊕ F2) −→ (G1 ⊕G2)
de´finie par ϕ((x1, y1), (x2, y2)) = (ϕ1(x1, y1), ϕ2(x2, y2)). Du point de
vue des calculs biline´aires, un calcul biline´aire possible pour la somme
disjointe consiste a` faire seulement les deux calculs en paralle`le avec
toutes les variables distinctes.
Notation 7.4.11 On note ϕ1 ⊕ ϕ2 la somme directe des applications
biline´aires ϕ1 et ϕ2. On note `ϕ pour la somme directe de ` exem-
plaires de ϕ.
On fait alors les remarques suivantes. Le premier lemme est a` la fois
simple et crucial.
Lemme 7.4.12 Supposons R 〈f, f, f〉 ≤ s et R(s  〈m,n, p〉) ≤ r.
Alors R 〈fm, fn, fp〉 ≤ r.
Preuve. L’application biline´aire 〈fm, fn, fp〉 peut eˆtre re´alise´e comme
un produit par blocs, chacune des deux matrices A et B qu’on multiplie
e´tant de´coupe´e en f2 blocs de meˆme format. Les f3 multiplications
correspondantes de type 〈m,n, p〉 qui sont a priori ne´cessaires pour ce
produit par blocs peuvent eˆtre remplace´es par seulement s produits
(entre combinaisons line´aires convenables des blocs), selon le sche´ma
fourni par le calcul biline´aire qui montre R 〈f, f, f〉 ≤ s. uunionsq
Lemme 7.4.13
(1) R(ss′  〈mm′, nn′, pp′〉) ≤ R(s  〈m,n, p〉) · R(s′  〈m′, n′, p′〉). En
particulier avec N = mnp on a
R(s3  〈N,N,N〉) ≤ (R(s 〈m,n, p〉))3
(2)
R(ss′〈mm′, nn′, pp′〉 , q+q′) ≤ R(s〈m,n, p〉 , q)·R(s′〈m′, n′, p′〉 , q′).
En particulier avec N = mnp on a
R(s3  〈N,N,N〉 , 3q) ≤ (R(s 〈m,n, p〉 , q))3
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Preuve. C’est toujours la me´thode du produit par blocs, applique´e avec
les produits matriciels a` trous correspondants. On peut conside´rer qu’il
s’agit d’un cas particulier de la proposition 7.4.7. uunionsq
On en de´duit la proposition suivante qui ge´ne´ralise le the´ore`me 7.5.
Proposition 7.4.14 S’il existe s, m, n, p, r tels que R(s〈m,n, p〉) ≤
r alors s (mnp)ω/3 ≤ r, c’est-a`-dire ω ≤ 3 log(r/s)logmnp .
Autrement dit, pour ce qui concerne l’exposant ω, l’ine´galite´ R(s 
〈m,n, p〉) ≤ r donne le meˆme re´sultat qu’une ine´galite´ R 〈m,n, p〉 ≤
r/s.
Preuve. Si R(s  〈m,n, p〉 , q) ≤ r, en appliquant le lemme 7.4.13 on
obtient avec N = mnp
R
(
s3  〈N,N,N〉 , 3q) ≤ r3
puis aussi
R
(
s3` 
〈
N `, N `, N `
〉
, 3`q
)
≤ r3`
et donc
R
(
s3` 
〈
N `, N `, N `
〉)
≤ 9 `2 q2r3` . (7.3)
Par passage a` la limite, cela nous rame`ne au cas ou` on connaˆıt des
entiers s, m, r tels que R(s  〈m,m,m〉) ≤ r. On veut alors montrer
ω ≤ log(r/s)logm . Posons λ = log(r/s)logm .
Supposons tout d’abord qu’on connaisse un calcul biline´aire qui montre
que R 〈f, f, f〉 ≤ s et posons α0 = log s/ log f (α0 est un exposant
acceptable). Si α0 ≤ λ on n’a rien a` faire. Si α0 > λ le lemme 7.4.13
nous dit que R 〈fm, fm, fm〉 ≤ r. Donc l’exposant
α1 = log r/ log fm = α0 log r/(log s+ α0 logm)
est acceptable pour la multiplication des matrices carre´es. Un calcul
simple montre alors que λ < α1 < α0. Donc nous avons ame´liore´ la
situation en passant de α0 a` α1.
Nous voyons maintenant le travail qui nous reste a` faire.
Primo, montrer que si on a R 〈f, f, f〉 ≤ s′ = fα0 avec un entier s′ 6= s,
cela n’est pas trop grave, car on peut utiliser Rs`  〈m`,m`,m`〉 ≤ r`
et R
〈
fk, fk, fk
〉 ≤ s′k = (fk)α0 avec s′k ≤ s` et le rapport de leurs
logarithmes aussi proche qu’on veut de 1. Donc par le lemme 7.4.13
R
〈
fkm`, fkm`, fkm`
〉 ≤ r`, ce qui conduit a` un exposant acceptable
α′1 = log r`/ log f
km` = α′0 log r/(log s+ α
′
0 logm)
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avec α′0 aussi proche qu’on veut de α0.
Secundo, montrer que si on recommence, les exposants successifs αn
qu’on obtient convergent bien vers λ.
Nous ne ferons pas ce travail, car les de´tails techniques deviennent vrai-
ment trop lourds. uunionsq
La conjecture additive de Strassen
On a e´videmment
R(ϕ1 ⊕ ϕ2) ≤ R(ϕ1) +R(ϕ2) et
R(ϕ1 ⊕ ϕ2, q) ≤ R(ϕ1, q) +R(ϕ2, q) .
Une conjecture de Strassen est que la premie`re ine´galite´ est en fait tou-
jours une e´galite´. On appelle cette conjecture la conjecture additive (pour
le rang tensoriel des applications biline´aires). Bien que plausible, cette
conjecture a e´te´ e´branle´e par Scho¨nhage qui a montre´ que la variante avec
(( rang tensoriel marginal )) a` la palce de (( rang tensoriel )) est fausse,
d’apre`s le re´sultat du lemme 7.4.15. Si la conjecture additive est vraie, ou
meˆme si seulement R(s〈m,m,m〉) = sR 〈m,m,m〉 pour s et m arbi-
traires, la preuve de la proposition 7.4.14 est beaucoup simplifie´e, car on
de´duit de l’e´quation 7.3 directement R
(〈
N `, N `, N `
〉) ≤ 9 `2 q2(r/s)3`.
Mais cela ne fournirait les calculs biline´aires demande´s que si on e´tait ca-
pable de trouver un calcul biline´aire de rang convenable pour 〈m,m,m〉
a` partir d’un calcul biline´aire pour s 〈m,m,m〉 .
Lemme 7.4.15 Pour k > 1 et m = (k − 1)2 :
R(〈k, 1, k〉 ⊕ 〈1,m, 1〉) = k2 + 1 < k2 +m = R 〈k, 1, k〉+R 〈1,m, 1〉
Preuve. Nous montrons seulement R(〈k, 1, k〉 ⊕ 〈1,m, 1〉) ≤ k2 + 1.
Nous repre´sentons le produit 〈k, 1, k〉 par le polynoˆme non commutatif∑k
i=1 aibjcj,i et le produit 〈1,m, 1〉 par le polynoˆme non commutatif∑m
`=1 u`v`w. Pour simplifier les e´critures qui suivent, nous prenons ` =
(i, j) avec 1 ≤ i, j ≤ k − 1. Nous introduisons en outre les notations
ui,k = vk,j = 0, uk,j = −
k−1∑
i=1
ui,j , vi,k = −
k−1∑
j=1
vi,j
de sorte que
m∑
`=1
u`v` =
k−1∑
i=1,j=1
ui,jvi,j =
k∑
i=1,j=1
ui,jvi,j
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On conside`re alors le polynoˆme non commutatif suivant (qui correspond
a` un calcul biline´aire approximatif avec k2 +1 multiplications essentiel-
les)
k∑
i=1,j=1
(ai + εui,j) (bj + εvi,j) (ε
2cj,i + w)−
(
k∑
i=1
ai
) k∑
j=1
bj
w
qui, une fois de´veloppe´ donne
ε2
 k∑
i=1,j=1
(aibjcj,i + ui,jvi,jw)
+ ε3Q .
uunionsq
7.4.4 L’ine´galite´ asymptotique de Scho¨nhage
Revenons au produit a` trou de la figure 7.9 qui repre´sente la jux-
taposition 〈2, 1, 2〉 ⊕ 〈1, 3, 1〉. Si nous ite´rons une fois (a` la Strassen)
ce produit a` trous, nous obtenons un nouveau produit a` trou corres-
pondant a` la figure 7.10, qui peut eˆtre re´organise´, par changement de
Figure 7.10 – Somme directe, ite´re´e une fois, de deux produits matriciels
nume´rotation des lignes et colonnes, en le produit a` trou qui correspond
a` la figure 7.11, et nous voyons clairement que cela signifie
(〈2, 1, 2〉 ⊕ 〈1, 3, 1〉)⊗2 ' 〈4, 1, 4〉 ⊕ 2 〈2, 3, 2〉 ⊕ 〈1, 9, 1〉
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Figure 7.11 – Somme directe, ite´re´e une fois et re´organise´e
Le lecteur ou la lectrice est invite´e a` re´aliser par elle-meˆme l’ite´ration
une deuxie`me fois, et a` ve´rifier que
(〈2, 1, 2〉 ⊕ 〈1, 3, 1〉)⊗3 ' 〈8, 1, 8〉 ⊕ 3 〈4, 3, 4〉 ⊕ 3 〈2, 9, 2〉 ⊕ 〈1, 27, 1〉
avec la parente´ e´vidente avec la formule du binoˆme. Cette parente´ n’est
pas un hasard. C’est bien la meˆme machinerie combinatoire qui est a`
l’œuvre dans les deux cas. En ite´rant k − 1 fois on obtiendra
(〈2, 1, 2〉 ⊕ 〈1, 3, 1〉)⊗k '
k∑
i=1
(
k
i
)

〈
2i, 3k−i, 2i
〉
ou` le
∑
indique une somme disjointe d’applications biline´aires. En fait
nous avons une formule du multinoˆme ge´ne´rale, ou` les sommes indiquent
des sommes disjointes d’applications biline´aires, et ou` l’isomorphisme
correspond a` une organisation convenable des lignes et colonnes du pro-
duit matriciel a` trous correspondant au premier membre(
t∑
i=1
〈mi, ni, pi〉
)⊗k
'
∑
(u1,...,ut)
(
k
u1, . . . , ut
)

〈
t∏
i=1
muii ,
t∏
i=1
nuii ,
t∏
i=1
puii
〉
(la deuxie`me somme est prise sur tous les t-uples (u1, . . . , ut) tels que∑
ui = k). On en de´duit la formule asymtotique suivante.
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The´ore`me 7.7 (formule asymptotique de Scho¨nhage) Supposons qu’on
ait
R
(
t⊕
i=1
〈mi, ni, pi〉
)
≤ r et
t∑
i=1
(mi ni pi)
β = r
Alors on obtient pour l’exposant de la multiplication des matrices carre´es
ω ≤ 3β.
Preuve. Notons d’abord que le the´ore`me 7.6 donne
2 ≤ ω ≤ log r
log
(∑t
i=1minipi)
)
donc log r ≥ 2 log t. En appliquant la formule du multinoˆme et l’ine´galite´
de la proposition 7.4.7 on obtient
R
((
k
u1, . . . , ut
)

〈
t∏
i=1
muii ,
t∏
i=1
nuii ,
t∏
i=1
puii
〉)
≤ rk
Pour un choix particulier de u1, . . . , ut, nous notons ceci sous la forme
R(Sk  〈Mk, Nk, Pk〉) ≤ rk
ce qui nous donne, d’apre`s la proposition 7.4.14
ω ≤ 3 log(r
k/Sk)
logMkNkPk
.
Quel est le choix optimal de u1, . . . , ut ? Nous conside´rons l’e´galite´(
t∑
i=1
(mi ni pi)
β
)k
= rk =
∑
(u1,...,ut)
(
k
u1, . . . , ut
) ( t∏
i=1
muii n
ui
i p
ui
i
)β
La somme de droite a
(
k+t−1
t−1
) ≤ rk
(k+1)t−1 termes et donc pour le plus
grand d’entre eux on obtient(
k
u1, . . . , ut
) ( t∏
i=1
muii n
ui
i p
ui
i
)β
= Sk (MkNkPk)
β ≥ r
k
(k + 1)t−1
ce qui donne
ω ≤ 3 log
(
rk/(Sk(k + 1)
t−1)
)
log(MkNkPk)
≤ 3β + 3 (t− 1) log(k + 1)
log(MkNkPk)
D’ou` le re´sultat par passage a` la limite : β log(MkNkPk) est e´quivalent
a` log rk/Sk, et on a Sk < t
k et r ≥ t2. uunionsq
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Corollaire 7.4.16 L’exposant de la multiplication des matrices carre´es
ve´rifie ω ≤ 2, 5479.
Preuve. On applique la formule asymptotique avec la somme disjointe
〈4, 1, 4〉 ⊕ 〈1, 9, 1〉 du lemme 7.4.15. uunionsq
8. Alge`bre line´aire
se´quentielle rapide
Introduction
Une conse´quence importante de la multiplication rapide des matrices
est la recherche de me´thodes de calcul permettant de ramener les proble`-
mes classiques d’alge`bre line´aire a` une complexite´ alge´brique du meˆme
ordre que celle de la multiplication des matrices.
Bien que nous utilisions syste´matiquement la multiplication rapide
des matrices, qui est obtenue par un algorithme tre`s bien paralle´lise´, les
algorithmes obtenus dans ce chapitre ne sont pas eux-meˆmes bien paral-
le´lise´s. Leur profondeur est en ge´ne´ral en O(n), ce qui explique le titre
du chapitre (alge`bre line´aire se´quentielle rapide)
Nous avons de´ja` vu a` la section 7.2 que l’inverse d’une matrice trian-
gulaire d’ordre n peut se calculer par une famille uniforme de circuits
arithme´tiques de taille O(nα) et de profondeur O(log2 n).
Nous allons dans ce chapitre montrer que, pour autant qu’on travaille
sur un corps et qu’on ait droit a` la division 1, des familles de circuits
arithme´tiques ayant des tailles voisines peuvent eˆtre construites pour
re´soudre les principaux proble`mes de l’alge`bre line´aire sur un corps.
Mais dans tous les algorithmes que nous exhiberons, le temps paralle`le
(la profondeur du circuit) n’est plus polylogarithmique.
En outre, comme ce sont des circuits avec divisions, ils ne peuvent
pas eˆtre exe´cute´s sur toutes les entre´es, et nous donnerons en ge´ne´ral
une version sous la forme d’un algorithme (( avec branchements )) (les
branchements sont gouverne´s par des tests d’e´galite´ a` 0 dans le corps).
Dans ces algorithmes (qui ne correspondent plus a` des circuits arith-
1. Ceci est le´gitime si la division n’est pas trop couˆteuse en termes de complexite´
binaire.
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me´tiques proprement dits), nous aurons pour le temps se´quentiel et le
temps paralle`le des estimations tre`s voisines de celles obtenues pour les
circuits arithme´tiques avec divisions.
Par exemple le calcul du de´terminant et de l’inverse d’une matrice
carre´e (si elle est inversible) peuvent eˆtre re´alise´s par une famille unifor-
me de circuits arithme´tiques avec divisions de taille O(nα) (voir section
8.2). Ceci est une conse´quence de l’algorithme se´quentiel de Bunch &
Hopcroft pour la LUP -de´composition que nous de´veloppons dans la sec-
tion 8.1. Cet algorithme se pre´sente naturellement sous la forme d’un
algorithme avec branchements.
En ce qui concerne le calcul du polynoˆme caracte´ristique plusieurs
me´thodes d’acce´le´ration de l’algorithme de Frobenius (section 2.8.1) as-
sez sophistique´es ont e´te´ mises au point par Keller-Gehrig. L’algorith-
me avec branchements, qui utilise un temps se´quentiel en O(nα log n)
ne´cessite au pre´alable une me´thode rapide pour la mise en forme (( e´che-
lonne´e en lignes )) d’une matrice arbitraire. Ceci est explique´ dans les
sections 8.3 et 8.4.
Dans la dernie`re section 8.5, nous quittons le cadre de l’alge`bre li-
ne´aire sur les corps, mais nous restons dans celui de l’alge`bre line´aire
se´quentielle acce´le´re´e graˆce a` la multiplication rapide des matrices. Nous
de´crivons la me´thode de Kaltofen, inspire´e de l’algorithme probabiliste
de Wiedemann, tre`s efficace pour les matrices creuses sur des corps finis.
Elle donne le meilleur temps se´quentiel actuellement connu pour le calcul
du de´terminant, du polynoˆme caracte´ristique et de l’adjointe d’une ma-
trice carre´e sur un anneau commutatif arbitraire. L’algorithme utilise la
multiplication rapide des polynoˆmes et celle des matrices. Contrairement
a` l’algorithme de Wiedemann, celui de Kaltofen n’a cependant pas encore
fait l’objet d’une imple´mentation satisfaisante.
Si les algorithmes de´veloppe´s dans ce chapitre sont the´oriquement
plus rapides que les algorithmes (( usuels )) donne´s au chapitre 2, il y a
encore malheureusement loin de la the´orie a` la pratique. En fait seule la
premie`re forme de la multiplication rapide des matrices (celle de Stras-
sen, correspondant a` α = log 7 ' 2, 807) commence a` eˆtre imple´mente´e.
Outre la difficulte´ pratique d’imple´menter d’autres algorithmes de mul-
tiplication rapide des matrices, les coefficients Cα pour de meilleures
valeurs de α sont trop grands. Leur imple´mentation ne se re´ve`lerait
efficace que pour des matrices de tailles astronomiques.
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8.1 L’Algorithme de Bunch & Hopcroft
pour la LUP-de´composition
des matrices surjectives
Dans la section 2.1 nous avons pre´sente´ l’algorithme 8 page 63 qui
est l’algorithme se´quentiel usuel (par la me´thode du pivot de Gauss)
pour la LUP -de´composition des matrices surjectives. La proce´dure de la
LUP -de´composition que nous allons de´velopper ici fait appel a` la multi-
plication rapide des matrices. Cette proce´dure , que nous noterons lup,
est due a` Bunch et Hopcroft [11].
L’algorithme de Bunch & Hopcroft prend en entre´e une matrice de
rang n, A ∈ Kn×p (1 ≤ n ≤ p) et donne en sortie un triplet (L,U, P ) tel
que L est une matrice unitriangulaire infe´rieure, U une matrice trian-
gulaire supe´rieure fortement re´gulie`re et P une matrice de permutation.
On e´crira : lup(A,n, p) = lupn,p(A) = (L,U, P ).
Pour n = 1, A est une matrice ligne de rang 1 : il existe donc un
e´le´ment non nul de A occupant la i - e`me place de cette ligne (1 ≤ i ≤
p). Il suffit de prendre L = [1] et U = AP ou` P est la matrice de
permutation d’ordre p correspondant a` l’e´change des colonnes 1 et i.
On a donc lup(A, 1, p) = ([1], AP, P ) pour la matrice P ainsi de´finie.
Supposant la proprie´te´ vraie pour tout entier n compris entre 1 et
2ν−1, on la de´montre pour 2ν−1 < n ≤ 2ν (ν = dlog ne). On pose
n0 = 2
ν−1, n1 = n− n0 et p1 = p− n0. Pour obtenir lup(A,n, p) avec
A ∈ Kn×p, on conside`re la partition suivante de la matrice A :
A =
[
A1
A2
]
, A1 ∈ Kn0×p, A2 ∈ Kn1×p (8.1)
Si A est une matrice surjective, A1 et A2 le sont e´galement. On com-
mence par appeler lup(A1, n0, p) qui donne une LUP -de´composition
(L1, U1, P1) de A1. On conside`re alors les partitions suivantes des ma-
trices U1 et A2 P
−1
1 :{
U1 = [V1 |B ] ∈ Kn0×p et A2 P−11 = [C |D ] ∈ Kn1×p
V1 ∈ Kn0×n0 , B ∈ Kn0×p1 , C ∈ Kn1×n0 , D ∈ Kn1×p1
(8.2)
V1 e´tant triangulaire supe´rieure et inversible (puisque U1 est fortement
re´gulie`re). Posant C1 = C V
−1
1 et E = D − C1B, on ve´rifie que :
A =
[
L1 0
C1 In1
] [
V1 B
0 E
]
P1 . (8.3)
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Comme la matrice E satisfait a` l’hypothe`se de re´currence (elle est sur-
jective puisque A l’est), on peut appliquer la proce´dure lup(E,n1, p1)
qui donne la LUP -de´composition E = L2 U2 P2 dans laquelle U2 est
une matrice n1 × p1 triangulaire supe´rieure fortement re´gulie`re.
Il suffit de poser Q =
[
In0 0
0 P2
]
et B2 := B P
−1
2 pour obtenir la
de´composition :
A =
[
L1 0
C1 L2
] [
V1 B2
0 U2
]
QP1 . (8.4)
Ce qui donne lup(A,n, p) = (L,U, P ) avec :
L =
[
L1 0
C1 L2
]
, U =
[
V1 B2
0 U2
]
, et P = QP1 .
En re´sume´ on obtient le sche´ma re´cursif de l’algorithme 8.1.
Algorithme 8.1 : lup(n,p), LUP-de´composition a` la Bunch &
Hopcroft pour une matrice surjective.
Entre´e : Une matrice surjective A ∈ Kn×p (K est un corps).
Sortie : Les matrices L, U, P de la LUP-de´composition de A .
De´but On utilise la partition donne´e en (8.1)
E´tape 1 : re´currence avec A1 ∈ Kn0×p, ν = dlog ne, n0 = 2ν−1.
(L1, U1, P1) := lup(n0,p)(A1)
E´tape 2 : pas d’ope´ration arithme´tique ici
B2 := A2 P
−1
1 avec A2 ∈ Kn1×p, n1 = n− n0.
E´tape 3 : inversion d’une matrice triangulaire supe´rieure re´gulie`re
V2 := V
−1
1 avec V1 ∈ Kn0×n0 (cf. la partition (8.2))
E´tapes 4, 5, 6 :
C1 := C V2 ; F := C1B ; E := D − F .
E´tape 7 : re´currence avec E ∈ Kn1×p1
(L2, U2, P2) := lup(n1,p1)(E)
E´tape 8 : pas d’ope´ration arithme´tique ici
B2 := B P
−1
2 , P := QP1.
Fin.
L’algorithme obtenu est un algorithme avec branchements. Ceci est
ine´vitable puisque la sortie P de´pend de manie`re discontinue de l’entre´e
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A. Les branchements sont tous commande´s par le test d’e´galite´ a` 0
dans le corps K. Notons τ(n, p) le nombre d’ope´rations arithme´tiques
exe´cute´es par cet algorithme pour les matrices A ∈ Kn×p et pi(n, p) son
temps paralle`le arithme´tique, c’est-a`-dire sa profondeur si on ne prend
pas en compte les e´tapes de recherche d’e´le´ments non nuls ni les produits
d’une matrice par une matrice de permutation.
On a alors en suivant le sche´ma re´cursif 8.1 page ci-contre les ine´ga-
lite´s suivantes.
Tout d’abord concernant le nombre d’ope´rations arithme´tiques :
τ(n, p) ≤
{
τ(n0, p) + 4 Cα n0
α + Cα n0
α +
dp1/n0e Cα n0α + p1 n1 + τ(n1, p1) (8.5)
Le terme p1 n1 correspond a` la soustraction E := D − F et le
terme Cαn0
α dp1/n0e correspond au calcul du produit C1B dans lequel
B ∈ Kn0×p1 et C1 ∈ Kn1×n0 : on peut toujours comple´ter C1 par des
lignes de 0 pour en faire une matrice carre´e et on de´coupe B en dp1/n0e
blocs carre´s (apre`s lui avoir e´ventuellement rajoute´ des colonnes de 0) ;
on effectue alors en paralle`le dp1/n0e multiplications dans Kn0×n0 .
Ensuite, concernant le temps paralle`le arithme´tique, on obtient de
la meˆme manie`re en utilisant le re´sultat de l’inversion des matrices tri-
angulaires (section 7.2) :
pi(n, p) ≤ pi(n0, p) + Kα [(ν − 1)2 + 5 (ν − 1) + 2] + 2 + pi(n1, p1) (8.6)
On en de´duit pre´cise´ment :
The´ore`me 8.1 La LUP-de´composition d’une matrice surjective de type
(n, p) sur K peut eˆtre effectue´e par un algorithme (avec branchements)
qui exe´cute un nombre d’ope´rations arithme´tiques e´gal a` τ(n, p) en
temps paralle`le (arithme´tique) pi(n, p) majore´s par
τ(n, p) ≤ 1
2
γα (
⌈ p
n
⌉
+1)nα+
1
2
⌈ p
n
⌉
n2 log n et pi(n, p) ≤ 4 (5 Kα+1)n
ou` γα = Cα max
(
4 ,
1
2α−2 − 1
)
·
Notons que pour p = n , la taille du circuit correspondant a` l’algorithme
de Bunch & Hopcroft est exactement majore´e par γα n
α + 12 n
2 log n .
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Preuve.
Le calcul de lup(A,n, p) se fait de manie`re re´cursive. Nous donnons les
majorations pour le cas ou` n = 2ν , et il est clair que si n < 2ν , le calcul
ne peut eˆtre que plus rapide.
Pour le temps paralle`le arithme´tique on a pi(1, p) = 0 donc, vue la
re´currence (8.6), le re´sultat ne de´pend pas de p et
pi(n, p) = pi(n) = pi(2ν) ≤ 2pi(2ν−1) + Kα [(ν − 1)2 + 5 (ν − 1) + 2] + 2 .
La relation de re´currence f(ν) = 2f(ν−1)+c [(ν−1)2+5 (ν−1)]+2 (c+1)
avec f(0) = 0 est re´solue par Maple en
f(ν) = (10 c+ 2) (2ν − 1)− cν2 − 7 c ν
majore´ par (10 c+ 2) 2ν = 2 (5 c+ 1)n , ce qui donne le re´sultat.
Pour calculer le nombre d’ope´rations arithme´tiques on pose rν = r =
dp/ne et on suppose sans perte de ge´ne´ralite´ que p = rn. L’ine´galite´
(8.5) se re´e´crit, puisque p1 = (2r − 1)n0 :
τ(2ν , p) ≤
{
τ(2ν−1, p) + (4Cα + Cα + (2rν − 1) Cα) 2(ν−1)α
+(2 r − 1) 22(ν−1) + τ(2ν−1, p1)
ce qui donne :
τ(2ν , p) ≤ 2 τ(2ν−1, p) + (4Cα + 2 rCα) 2(ν−1)α + 22ν−1 r .
Dans le de´roulement re´cursif de l’algorithme, lorsqu’on traite les matrices
de type 2 2κ × p , on a rκ = 2ν−κrν . Et donc en ramenant a` r = rν on
obtient les ine´galite´s :
τ(2κ, p) ≤ 2 τ(2κ−1, p) + 2(κ−1)α (4Cα + 2ν−κ+1 rCα) + 22κ−1 2ν−κ r .
Sachant que τ(1, p) = 0, on obtient par sommation (et simplification
de la solution d’une relation de re´currence) la majoration suivante :
τ(n, p) ≤ 1
2
n2r log n+ 2
Cα n
ar
2a − 4 + 4
Cα n
a
2a − 2 ·
Ce qui donne le re´sultat annonce´. uunionsq
2. La majoration vaut aussi pour les matrices de type 2κ × p′ avec p′ ≤ p.
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8.2 Calcul du de´terminant et de l’inverse
d’une matrice carre´e
La LUP -de´composition pre´ce´dente permet un calcul se´quentiel ra-
pide du de´terminant et de l’inverse d’une matrice carre´e (inversible) en
ramenant ces proble`mes a` la multiplication rapide des matrices carre´es
d’ordre n.
En effet, si l’on passe par la LUP -de´composition, le calcul du de´ter-
minant d’une matrice A ∈ Kn×n s’effectue avec le meˆme ordre de com-
plexite´ se´quentielle que la multiplication des matrices n× n puisque si
A = LUP , alors detA = detU ce qui revient a` calculer le produit
des n e´le´ments diagonaux de la matrice triangulaire U ( = ±1 est la
signature de la permutation repre´sente´e par la matrice P ). Il y a donc,
apre`s la LUP -de´composition, un calcul supple´mentaire en SD(n, log n)
(par un circuit binaire e´quilibre´).
Il en est de meˆme pour le calcul de l’inverse de A, quand elle est
inversible, puisque A−1 = P−1U−1L−1 ce qui revient, en plus de la
LUP -de´composition, a` inverser deux matrices triangulaires (U et L )
et a` effectuer un produit de matrices n× n.
A priori les algorithmes de calcul du de´terminant et de l’inverse tels
que nous venons de les de´crire sont des algorithmes avec branchements.
Dans cette perspective, le couˆt de la recherche des e´le´ments non nuls
comme celui des permutations de lignes ou de colonnes, c’est-a`-dire des
multiplications a` gauche ou a` droite par une matrice de permutation,
n’est pas pris en conside´ration dans les comptes d’ope´rations arithme´-
tiques aussi bien du point de vue de leur nombre total que de celui de
leur profondeur.
Ne´anmoins, on peut aussi prendre le point de vue selon lequel nous
avons construit des familles uniformes de circuits arithme´tiques avec
divisions, qui calculent des fractions rationnelles formelles en les coef-
ficients de la matrice donne´e au de´part. Il n’y a alors pas de LUP -de´-
composition mais seulement une LU -de´composition, sans aucun bran-
chement. Naturellement la contrepartie est que l’algorithme ne peut pas
eˆtre exe´cute´ concre`tement sur un corps avec une matrice arbitraire. C’est
seulement pour une (( matrice ge´ne´rique )) que le circuit arithme´tique
fonctionne : une telle matrice est une matrice qui, lorsqu’on lui applique
l’algorithme avec branchements, subit tous les tests x = 0 ? en donnant
une re´ponse ne´gative.
Dans nos e´nonce´s nous adoptons de pre´fe´rence ce second point de vue.
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Proposition 8.2.1 Le calcul du de´terminant d’une matrice carre´e d’or-
dre n sur un corps K est re´alise´ par une famille uniforme de circuits
arithme´tiques avec divisions en SD(nα, n) .
Les constantes asymptotiques sont respectivement majore´es par γα pour
la taille O(nα) et par 4 (5 Kα+1) pour la profondeur O(n) (les meˆmes
majorations des constantes que celles donne´es au the´ore`me 8.1).
Proposition 8.2.2 L’inversion d’une matrice carre´e d’ordre n sur un
corps K est un proble`me re´solu par une famille uniforme de circuits
arithme´tiques avec divisions en SD(nα, n) avec la meˆme estimation que
celle de la proposition 8.2.1 pour la constante asymptotique de la profon-
deur O(n) , et une constante asymptotique majore´e par ζα = γα + 9 Cα
pour la taille O(nα) .
Dans la constante ζα de la proposition ci-dessus, le terme γα correspond
a` la LUP -de´composition et le terme 9 Cα a` l’inversion de deux matrices
triangulaires suivie de la multiplication de deux matrices carre´es.
8.3 Forme re´duite e´chelonne´e en lignes
Dans cette section nous donnons un aperc¸u sur une me´thode re´cursive
permettant de re´duire les matrices a` coefficients dans un corps commu-
tatif K, a` la forme e´chelonne´e en lignes avec une complexite´ se´quentielle
du meˆme ordre que celle de la multiplication des matrices.
E´tant donne´e une matrice A de type (n, p) sur K, la re´duction de
A a` la forme e´chelonne´e en lignes consiste a` transformer A, en ayant
exclusivement recours a` des transformations e´le´mentaires unimodulai-
res sur les lignes 3, en une matrice de de type (n, p) sur K avec un
nombre de ze´ros strictement croissant apparaissant a` gauche des lignes
successives de la matrice re´duite. Si l’on note E la matrice unimodu-
laire correspondant a` ces transformations 4, cela revient a` multiplier la
matrice A a` gauche par la matrice E.
3. Rappelons (cf. page 55) qu’il s’agit d’une part de la transformation qui consiste
a` ajouter a` une ligne une combinaison line´aire des autres et d’autre part des e´changes
signe´s de lignes du type (Li, Lj)← (Lj ,−Li).
4. C’est-a`-dire la matrice obtenue en faisant subir a` la matrice unite´ d’ordre n
les meˆmes transformations.
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Prenons par exemple la matrice carre´e d’ordre 6
A =

1 2 3 4 5 6
1 2 3 6 7 8
1 2 3 2 3 1
1 1 2 1 1 1
1 3 4 7 9 6
3 6 9 10 11 20
 .
On peut la re´duire a` la forme e´chelonne´e en lignes en effectuant
des transformations du style pivot de Gauss sur les lignes. Ces meˆmes
transformations, effectue´es sur les lignes de la matrice unite´ d’ordre 6,
donnent la matrice unimodulaire E qui re´sume ces transformations :
E =

1 0 0 0 0 0
−1 0 0 1 0 0
−1 0 1 0 0 0
−2 0 −1 0 0 1
−2 0 0 1 1 0
−4/5 1 1 −3/5 −3/5 0
 .
La matrice re´duite e´chelonne´e en lignes est alors donne´e par le pro-
duit :
EA =

1 2 3 4 5 6
0 −1 −1 −3 −4 −5
0 0 0 −2 −2 −5
0 0 0 0 −2 7
0 0 0 0 0 −5
0 0 0 0 0 0
 .
Comme nous l’avons fait pour la LUP -de´composition, il s’agit ici de
de´crire une version rapide de la me´thode du pivot de Gauss sur les
lignes. Mais contrairement a` la LUP -de´composition, aucune hypothe`se
supple´mentaire n’est faite sur la matrice A et aucune permutation de
colonnes n’est permise. En contrepartie, dans la de´composition A = FU
qui re´sulte de cette me´thode de re´duction (F = E−1 ), la matrice F
posse`de seulement la proprie´te´ d’eˆtre unimodulaire.
La forme e´chelonne´e en lignes trouve sa justification et son applica-
tion dans des proble`mes comme la re´solution des syste`mes d’e´quations
line´aires ou la de´termination d’une base pour un sous-espace de Kn
de´fini par un syste`me ge´ne´rateur. Elle sera aussi utilise´e dans la section
8.4 pour le calcul rapide du polynoˆme caracte´ristique sur un corps. La
me´thode que nous allons exposer ci-dessous est due a` Keller-Gehrig [58]
et elle est reprise dans [BCS].
238 8. Alge`bre line´aire se´quentielle rapide
Description de la proce´dure rapide
On conside`re une matrice A ∈ Kn×p. Pour la re´duire a` la forme
e´chelonne´e en lignes, on peut supposer sans perte de ge´ne´ralite´ que n =
p = 2ν quitte a` comple´ter la matrice A avec suffisamment de lignes
et/ou colonnes de ze´ros 5.
La proce´dure principale que nous noterons Fel utilise les proce´dures
auxiliaires Fel1, Fel2 et Fel3 suivantes.
Proce´dure Fel1 :
C’est une proce´dure re´cursive qui transforme une matrice carre´e A ∈
K2n×n (n = 2ν ) dont la moitie´ infe´rieure est triangulaire supe´rieure en
une matrice triangulaire supe´rieure.
Plus pre´cise´ment, si A =
[
A1
A2
]
avec A1, A2 ∈ Kn×n et A2 trian-
gulaire supe´rieure, la proce´dure Fel1 calcule une matrice unimodulaire
E ∈ SL2n (K) et une matrice T ∈ Kn×n triangulaire supe´rieure telles
que E A =
[
T
0
]
. Utilisant l’approche (( diviser pour gagner )) on divise
la matrice A donne´e en huit blocs 2ν−1× 2ν−1 (si ν = 0, le traitement
de la matrice A est imme´diat) et on applique de manie`re re´cursive la
proce´dure Fel1 aux blocs 2
ν−1 × 2ν qui posse`dent la meˆme proprie´te´
que A. On obtient, avec des notations e´videntes, le de´roulement suivant
de la proce´dure :

A11 A12
A13 A14
A21 A22
0 A24
 E1−→

A11 A12
A′13 A′14
0 A′22
0 A24
 E2−→

A′11 A′12
0 A′′14
0 A′22
0 A24
 E3−→

A′11 A′12
0 A′′14
0 A′′22
0 0
 E4−→

A′11 A′12
0 A′′′14
0 0
0 0
 avec :
E1
[
A13
A21
]
=
[
A′13
0
]
et
[
A′14
A′22
]
= E1
[
A14
A22
]
;
E2
[
A11
A′13
]
=
[
A′11
0
]
et
[
A′12
A′′14
]
= E2
[
A12
A′14
]
;
5. Les lignes et les colonnes ajoute´es ne feront l’objet d’aucune manipulation.
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E3
[
A′22
A24
]
=
[
A′′22
0
]
et E4
[
A′′14
A′′22
]
=
[
A′′′14
0
]
.
Posant E =
 I2ν−1 0 00 E4 0
0 0 I2ν−1
[ E2 0
0 E3
] I2ν−1 0 00 E1 0
0 0 I2ν−1
 ,
on a bien EA =
[
T
0
]
ou` T =
[
A′11 A′12
0 A′′′14
]
est une matrice triangu-
laire supe´rieure A′11 et A′′′14 le sont.
Proce´dure Fel2 :
Elle prend en entre´e une matrice carre´e A ∈ Kn×n (n = 2ν ) et retourne
une matrice unimodulaire E ∈ SLn (K) et une matrice triangulaire su-
pe´rieure T ve´rifiant EA = T .
La` encore, on obtient avec l’approche (( diviser pour gagner )) et des no-
tations analogues a` celles utilise´es pre´ce´demment, le de´roulement suivant
de la proce´dure : [
A11 A12
A21 A22
]
E1−→
[
A11 A12
A′21 A′22
]
E2−→
[
A′11 A′12
0 A′′22
]
E3−→
[
A′11 A′12
0 A′′′22
]
ou` E1 est la matrice unimodulaire correspondant a` l’algorithme Fel2
applique´ de manie`re re´cursive a` la matrice A21 (E1A21 = A
′
21 est donc
une matrice triangulaire supe´rieure, et l’on pose A′22 = E1A22 ) alors
que les matrices E2 et E3 correspondent a` l’application respective de
l’algorithme Fel1 a` la matrice
[
A11
A′21
]
qui est de type (2ν , 2ν−1) et de
l’algorithme Fel2 a` la matrice A
′′
22 qui est carre´e d’ordre 2
ν−1. Cela se
traduit par le fait que E3A
′′
22 = A
′′′
22 est triangulaire supe´rieure et que :
E2
[
A11
A′21
]
=
[
A′11
0
]
avec
[
A′12
A′′22
]
= E2
[
A12
A′22
]
.
Posant E =
[
I2ν−1 0
0 E3
]
E2
[
I2ν−1 0
0 E1
]
, on a bien EA =
[
T
0
]
ou` T =
[
A′11 A′12
0 A′′′22
]
est une matrice triangulaire supe´rieure.
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Proce´dure Fel3 :
Elle prend en entre´e une matrice triangulaire supe´rieure A ∈ Kn×n (avec
n = 2ν ) et donne en sortie une matrice unimodulaire E ∈ SLn(K) et
une matrice S sous forme e´chelonne´e en lignes ve´rifiant EA = S.
On conside`re la partition A =
[
A11 A12
0 A22
]
en blocs 2ν × 2ν de la
matrice A donne´e (A11 et A22 sont des matrices triangulaires supe´-
rieures).
Le de´roulement de la proce´dure est alors illustre´ par le sche´ma suivant
dans lequel c’est d’abord l’algorithme Fel3 qui est applique´ a` la matrice
A11 pour donner la matrice
[
S11
0
]
ou` S11 est une matrice surjective
6
e´chelonne´e en lignes ; c’est ensuite Fel1 qui est applique´ a` la matrice[
A23
A24
]
pour donner la matrice
[
A′23
0
]
ou` A′23 est triangulaire su-
pe´rieure ; et c’est enfin Fel3 qui, applique´ a` la matrice A
′
23, donne la
matrice e´chelonne´e en lignes S23 :
[
A11 A12
0 A22
]
E1−→
 S11 A′120 A23
0 A24
 E2−→
 S11 A′120 A′23
0 0
 E3−→
 S11 A′120 S23
0 0

avec E1A12 =
[
A′12
A23
]
. Si maintenant on pose :
E =
 Ir 0 00 E3 0
0 0 Ir
[ Ir 0
0 E2
] [
E1 0
0 I2ν−1
]
ou` r est le rang de A11, alors EA = S avec S =
 S11 A′120 S23
0 0
 qui est
bien une matrice e´chelonne´e en lignes puisque S11 et S23 le sont.
Proce´dure principale Fel :
Elle prend en entre´e une matrice carre´e A ∈ Kn×n (n = 2ν ) et retourne
une matrice unimodulaire E ∈ SLn(K) et une matrice S sous forme
e´chelonne´e en lignes ve´rifiant EA = S.
Le cas ν = 0 est trivial. Pour ν ≥ 1, on applique la proce´dure auxiliaire
6. Le nombre r de ses lignes est e´gal a` son rang qui est aussi celui de A11.
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Fel2 pour transformer la matrice A en une matrice triangulaire supe´-
rieure T puis la proce´dure Fel3 pour transformer T en une matrice
e´chelonne´e en lignes.
Analyse de complexite´
L’e´tude de complexie´ de la proce´dure principale Fel passe par celle
des trois algorithmes auxiliaires Fel1, Fel2 et Fel3. Si l’on de´signe par
τ1, τ2 et τ3 les tailles et par pi1, pi2 et pi3 les profondeurs respectives
de ces trois algorithmes, on a les majorations suivantes dans lesquelles
les coefficients Cα et Kα sont les constantes intervenant dans la taille
et la profondeur des complexite´s arithme´tiques de la multiplication des
matrices.
pour les tailles :
τ1(2
ν) ≤ 4 τ1(2ν−1) + 2 Cα 2να
τ2(2
ν) ≤ τ1(2ν−1) + 2 τ2(2ν−1) + (2α + 1) Cα 2(ν−1)α
τ3(2
ν) ≤ τ1(2ν−1) + 2 τ3(2ν−1) + Cα 2(ν−1)α
pour les profondeurs :
pi1(2
ν) ≤ 3pi1(2ν−1) + 2 Kα ν
pi2(2
ν) ≤ pi1(2ν−1) + 2pi2(2ν−1) + Kα (2ν − 1)
pi3(2
ν) ≤ pi1(2ν−1) + 2pi3(2ν−1) + Kα (ν − 1)
Il faut remarquer que dans la proce´dure Fel1 les e´tapes
E2−→ et
E3−→ peuvent eˆtre exe´cute´es en paralle`le, ce qui explique la diminution
du coefficient (de 4 a` 3) entre τ1 et pi1.
Utilisant les ine´galite´s ci-dessus et le fait que :
τ(2ν) = τ2(2
ν) + τ3(2
ν) et pi(2ν) = pi2(2
ν) + pi3(2
ν) ,
nous allons montrer le re´sultat suivant concernant la complexite´ du pro-
ble`me de la re´duction a` la forme e´chelonne´e en lignes.
Proposition 8.3.1 La re´duction a` la forme e´chelonne´e en lignes d’une
matrice carre´e d’ordre n sur un corps commutatif K est re´alise´e par
une famille uniforme de circuits arithme´tiques de taille τ(n) et de pro-
fondeur pi(n) avec les majorations suivantes :
τ(n) ≤ 21 Cα
2α−2 − 1 n
α et pi(n) ≤ (3Kα + 2)nlog 3 .
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Preuve. Les sommations des relations τ1(2
k) ≤ 4 τ1(2k−1) + 2 Cα 2kα
d’une part et des relations pi1(2
k) ≤ 3pi1(2k−1) + 2 Kα k d’autre part
pour k allant de 0 a` ν (avec τ1(1) = pi1(1) = 1 ) donnent les majo-
rations suivantes pour la taille et la profondeur du circuit arithme´tique
correspondant a` la proce´dure Fel1 :
τ1(2
ν) <
2α+1Cα
2α−2 − 1 2
να et pi1(2
ν) <
(
3
2
Kα + 1
)
3ν −Kα ν − 3
2
Kα .
Tenant compte de ces relations et du fait que τ2(1) = pi2(1) = 1, les
sommations pour k allant de 0 a` ν des ine´galite´s relatives a` la taille
et la profondeur du circuit arithme´tique correspondant a` la proce´dure
Fel2 nous donnent la majoration :
τ2(2
ν) <
1
2
Eα
2να
2α−1 − 1 <
1
2
Eα 2
να dans laquelle
Eα =
2α+1
2α−2 − 1 Cα + (2
α + 1) Cα <
25 Cα
2α−2 − 1
(avec 2 < α ≤ 3) et la majoration :
pi2(2
ν) <
(
3
2
Kα + 1
)
3ν −Kα
(
2ν + ν +
1
2
)
.
On obtient, par des calculs analogues, les majorations suivantes pour la
taille et la profondeur du circuit arithme´tique correspondant a` la proce´-
dure Fel3 :
τ3(2
ν) <
1
2
Fα
2να
2α−1 − 1 <
1
2
Fα 2
να et
pi3(2
ν) <
(
3
2
Kα + 1
)
3ν − 3
2
Kα (2
ν+1 − 1)
ou` Fα =
(
2α+1
2α−2 − 1 + 1
)
Cα <
17 Cα
2α−2 − 1
Le re´sultat annonce´ de´coule des majorations ci-dessus et du fait que l’on
a : τ(2ν) = τ2(2
ν) + τ3(2
ν), pi(2ν) = pi2(2
ν) + pi3(2
ν) et n = 2ν . uunionsq
Remarque. Le fait de conside´rer des matrices carre´es dont le nombre
de lignes (et de colonnes) est une puissance de 2 n’est pas une hypothe`se
restrictive. On peut en effet plonger toute matrice A ∈ Kn×p dans une
matrice carre´e d’ordre 2ν en prenant ν = max (dlog ne , dlog pe) et en
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comple´tant la matrice donne´e par 2ν−n lignes et 2ν−p colonnes nulles.
Les range´es ajoute´es, forme´es de ze´ros, ne subissent aucune transforma-
tion au cours du de´roulement de la proce´dure de´crite et le re´sultat e´nonce´
dans la proposition 8.3.1 reste valable a` condition de remplacer n par
max (n, p).
8.4 Me´thode de Keller-Gehrig
Les algorithmes de Keller-Gehrig [58] sont des versions acce´le´re´es de
l’algorithme de Frobenius que nous avons de´crit a` la section 2.8.1.
Dans la section pre´sente nous ne de´crirons en de´tail que le plus simple
de ces algorithmes. Nous reprenons les notations de la section 2.8.1.
La matrice A ∈ Kn×n de´finit l’endomorphisme hA de Kn. Nous
appelons a = (e1, . . . , en) la base canonique de Kn.
Acce´le´ration dans le cas simple
Nous examinons ici le cas le plus simple (et le plus fre´quent) ou`
k1 = n c’est-a`-dire le cas ou` b = (e1, Ae1, . . . , A
n−1e1) est une base
de Kn.
Nous de´signons par [S′]S la matrice d’un syste`me de vecteurs (ou
d’un vecteur ou d’un endomorphisme) S′ dans une base S. Alors U =
[b]a est la matrice de passage de a a` b, et on a :
[hA]b = U
−1AU = [(e1, Ae1, . . . , An−1e1)]b =

0 . . . 0 a0
1
. . .
... a1
...
. . . 0
...
0 . . . 1 an−1

ou` a0, a1, . . . , an−1 sont les coefficients (dans K ) de la relation de de´pen-
dance Ane1 = an−1An−1e1 + . . .+ a1Ae1 + a0e1. Ceci prouve que A est
semblable a` une matrice de Frobenius et que son polynoˆme caracte´risti-
que est PA(X) = (−1)n (Xn − (an−1Xn−1 + · · ·+ a1X + a0)).
L’algorithme de Keller-Gehrig, dans ce cas le plus simple, consiste a`
calculer la matrice U puis le produit U−1AU pour obtenir par simple
lecture de la dernie`re colonne les coefficients du polynoˆme caracte´risti-
que de A. Prenant ν = dlog ne, le calcul de U se fait en ν e´tapes.
L’e´tape no k ( 1 ≤ k ≤ ν ) consiste a` :
— calculer la matrice A2
k
(e´le´vation au carre´ de la matrice A2
k−1
de´ja`
calcule´e a` l’e´tape pre´ce´dente) ;
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— calculer la matrice A2
ν−1
[e1 |Ae1 | . . . |A2k−1−1e1] a` partir de la ma-
trice [e1 |Ae1 | . . . |A2k−1−1e1] calcule´e a` l’e´tape k − 1 pour obtenir la
matrice [e1 |Ae1 | . . . |A2k−1e1] de l’e´tape k.
A` la fin de ces ν e´tapes, on obtient la matrice
[e1 |Ae1 | . . . |A2ν−1e1] ∈ Kn×2ν
qui admet comme sous-matrice la matrice recherche´e
U = [e1 |Ae1 | . . . |An−1e1] ∈ Kn×n
puisque 2ν − 1 ≥ n− 1.
On calcule ensuite la dernie`re colonne de U−1AU en commenc¸ant
par inverser la matrice U (en passant par sa LUP -de´composition). En-
fin on calcule la dernie`re colonne V de AU en multipliant A par la
dernie`re colonne de U , puis on calcule U−1 V .
L’analyse de complexite´ dans ce cas simple nous donne donc :
Proposition 8.4.1 On peut calculer le polynoˆme caracte´ristique d’une
matrice carre´e d’ordre n a` coefficients dans un corps K au moyen d’un
circuit arithme´tique avec divisions en SD(nα log n, n log n), de taille
majore´e plus pre´cise´ment par
2 Cα n
α dlog ne+ ζα nα +O(n2)
ou` Cα et ζα sont les constantes intervenant dans les complexite´s se´-
quentielles de la multiplication des matrices et de l’inversion des matrices
carre´es (voir proposition 8.2.2 page 236).
Le cas ge´ne´ral
L’algorithme pre´ce´dent fournit de´ja` une famille uniforme de cir-
cuits arithme´tiques avec divisions qui calcule le polynoˆme caracte´ris-
tique d’une matrice sur un corps, au sens des circuits avec divisions.
Autrement dit, le circuit arithme´tique e´value correctement le polynoˆ-
me caracte´ristique en tant que fraction rationnelle : en tant qu’e´le´ment
du corps K((aij)) ou` les coefficients aij de la matrice carre´e sont pris
comme des inde´termine´es.
Mais il e´choue a` calculer le polynoˆme caracte´ristique de toute matrice
qui n’a pas un polynoˆme minimal de meˆme degre´ que le polynoˆme ca-
racte´ristique.
On est donc dans une situation pire que pour le calcul du de´ter-
minant a` la Bunch & Hopcroft, car dans ce dernier cas, il suffit de
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multiplier a` droite et a` gauche la matrice par des matrices unimodulaires
(a` petits coefficients entiers) prises au hasard pour obtenir une matrice
qui posse`de une LU -de´composition avec une tre`s grande probabilite´ 7. Et
ceci meˆme si son de´terminant est nul (cf. l’algorithme 2.2 page 62). L’al-
gorithme de Bunch & Hopcroft sans branchement, avec le preprocessing
que nous venons d’indiquer n’e´chouera que dans le cas d’une matrice
n× n dont le rang est strictement infe´rieur a` n− 1.
C’est donc en produisant un algorithme avec branchements qui fonc-
tionne dans tous les cas que Keller-Gehrig re´alise son ve´ritable tour
de force. Et pour cela il lui fallait d’abord de´velopper sa me´thode de
re´duction rapide d’une matrice a` la forme e´chelonne´e en lignes (sur un
corps). Dans cette re´duction nous avons vu que la profondeur de l’al-
gorithme (avec branchements) est un O(nlog 3). Keller-Gehrig obtient
pre´cise´ment le re´sultat suivant :
The´ore`me 8.2 Le polynoˆme caracte´ristique d’une matrice carre´e d’ordre
n sur un corps K peut eˆtre calcule´ par un algorithme avec branchements
qui a pour taille un O(nα log n).
Une version plus rapide pour les cas favorables
Notons que Keller-Gehrig propose une version plus rapide pour un
algorithme avec divisions mais sans branchements, qui calcule le polynoˆ-
me caracte´ristique dans les meˆmes conditions qu’a` la proposition 8.4.1 :
Proposition 8.4.2 On peut calculer le polynoˆme caracte´ristique d’une
matrice carre´e d’ordre n a` coefficients dans un corps K au moyen d’un
circuit arithme´tique avec divisions qui a pour taille un O(nα).
Une version paralle`le
Signalons enfin qu’une paralle´lisation de l’algorithme de Keller-Gehrig
a e´te´ obtenue par Giesbrecht [37, 38].
8.5 Me´thode de Kaltofen-Wiedemann
Pour ge´ne´raliser l’algorithme de Wiedemann (section 2.8.3) a` un an-
neau commutatif arbitraire A en e´vitant les divisions qu’il contient et
7. Si cette me´thode est seulement probabiliste en the´orie, elle fonctionne toujours
en pratique.
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le de´barrasser en meˆme temps de son aspect ale´atoire, l’ide´e de Kaltofen
[49] est de lui appliquer la me´thode de l’e´limination des divisions de
Strassen (cf. le the´ore`me 3.1 page 122). Il doit pour cela exhiber une
matrice particulie`re C ∈ Kn×n et un couple de vecteurs u, v ∈ An×1
pour lesquels l’algorithme de Wiedemann s’effectue sans divisions et
tels que le polynoˆme ge´ne´rateur minimal de la suite re´currente line´aire
( tuCi v) i∈N, qui est donne´ par l’algorithme de Berlekamp/Massey [27],
est de degre´ n (et n’est autre, par conse´quent, que le polynoˆme minimal
PC et, a` un signe pre`s, le polynoˆme caracte´ristique PC de C ).
Kaltofen conside`re la suite de nombres entiers (ai) ∈ NN de´finie par
ai =
(
i
bi/2c
)
, avec
{
an+1 = 2 an si n est impair et
an+1 = 2
n+1
n+2 an si n estpair.
Les premiers termes sont 1, 1, 2, 3, 6, 10, 20, 35, 70, 126, 252, 462,
924, 1716, 3432, 6435, 12870, 24310, 48620, 92378, . . .
Il applique l’algorithme de Berlekamp/Massey aux 2n premiers termes :
a0 = 1, a1 = 1, a2 = 2, . . . , a2n−1 =
(
2n− 1
n− 1
)
Il constate que les restes successifs dans l’algorithme d’Euclide e´tendu,
jusqu’au (n − 1) - e`me, ont un coefficient dominant e´gal a` ±1, avec un
degre´ ne diminuant que d’une seule unite´ a` chaque pas (c’est-a`-dire que
doRi = 2n − 1 − i pour 1 ≤ i ≤ n − 1 ). Ce qui garantit le fait que
les polynoˆmes Ri, Qi, Ui, Vi (1 ≤ i ≤ n) appartiennent a` Z[X] et que
doRn = n− 1. Il constate e´galement que les multiplicateurs Vi (1 ≤ i ≤
n) ont un coefficient dominant et un terme constant e´gaux a` ±1 et que,
par conse´quent, dans la dernie`re e´galite´ obtenue :
UnX
2n + Vn
2n−1∑
i=0
aiX
i = Rn ( avec d
oRn = n− 1) ,
Vn est un polynoˆme de degre´ n qui, a` un signe pre`s, s’e´crit :
±Vn = Xn − (cn−1Xn−1 + · · ·+ c1X + c0) .
(avec c0 = ±1, cn−1 = 1) Kaltofen montre meˆme, a` partir de l’algorith-
me qui calcule les coefficients de Vn, que ces derniers sont en fait donne´s
par la formule :
ci = (−1)b
n−i−1
2 c
(⌊n+i
2
⌋
i
)
pour 0 ≤ i ≤ n− 1 .
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C’est donc le polynoˆme f(X) = Xn−cn−1Xn−1−. . .−c1X−c0 ainsi ob-
tenu qui est le polynoˆme minimal de la suite re´currente line´aire (a′i) i∈N
dont les 2n premiers termes co¨ıncident avec les 2n premiers termes
a0, a1, . . . , a2n−1 de la suite (ai).
Il conside´re alors la matrice C transpose´e de la matrice compagnon
du polynoˆme f(X) :
C =

0 1 0 . . . 0
0 0 1 . . . 0
...
...
...
. . .
...
0 0 0 . . . 1
c0 c1 c2 . . . cn−1
 ,
Par exemple, pour n = 7 on obtient
C :=

0 1 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 1
−1 4 6 −10 −5 6 1

Le polynoˆme caracte´ristique de C n’est autre que PC = (−1)nf(X). Il
conside`re enfin les deux vecteurs :
V =

a0
a1
. . .
an−1
 et E1 =

1
0
...
0
 de An×1 .
On ve´rifie imme´diatement que les suites re´currentes line´aires (a′i) i∈N et
( tE1C
i V ) i∈N, qui admettent un polynoˆme ge´ne´rateur unitaire commun
de degre´ n, sont telles que a′i =
tE1C
i V (= ai) pour tout i compris
entre 0 et 2n− 1. On en de´duit que a′i = tE1Ci V pour tout i ∈ N.
Ainsi, par construction meˆme de C, l’algorithme de Wiedemann,
prenant C en entre´e avec les deux vecteurs E1 et V , s’effectue avec les
seules ope´rations d’addition et de multiplication dans Z pour donner en
sortie le polynoˆme minimal de la suite re´currente line´aire ( tE1C
i V ) i∈N,
et par conse´quent le polynoˆme caracte´ristique de C.
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Soit maintenant A = (aij) une matrice carre´e d’ordre n a` coeffi-
cients dans A. Il s’agit de calculer le polynoˆme caracte´ristique de A en
n’utilisant que les ope´rations arithme´tiques de A. Cela se fait par e´li-
mination des divisions dans l’algorithme de Wiedemann pour la matrice
A en prenant comme centre d’e´limination des divisions le point forme´
par la matrice C et les deux vecteurs auxilaires E1 et V . Comme les
coefficients du polynoˆme caracte´ristique de A (les sorties de l’algorith-
me de Wiedemann) sont des polynoˆmes de degre´ ≤ n en les coefficients
(aij), on utilise l’e´limination des divisions de Strassen en degre´ n.
On conside`re donc une inde´termine´e z sur A .
On pose F = A − C, et on applique l’algorithme de Wiedemann
dans l’anneau An = A[z]
/〈
zn+1
〉
a` la matrice B = C + zF avec les
vecteurs auxiliaires E1 et V . On re´cupe`re le polynoˆme caracte´ristique
de A en remplac¸ant z par 1 dans les sorties.
Cet algorithme calcule le polynoˆme ge´ne´rateur minimal gz(X) ∈
An[X] de la suite re´currente line´aire ( tE1Bi V ) i∈N. Comme les seules
divisions se font par des polynoˆmes en z de terme constant e´gal a` ±1,
l’ensemble du calcul se fait uniquement avec des additions et multipli-
cations dans A.
D’ou` l’algorithme 8.2 page ci-contre de Kaltofen pour le calcul du
polynoˆme caracte´ristique d’une matrice carre´e A ∈ An×n.
Complexite´ de l’algorithme
On utilise comme d’habitude la notation 3.2.2 page 125 ainsi que la
notation 7.2.1 page 195. L’e´tude de complexite´ donne le re´sultat suivant
duˆ a` Kaltofen [49] :
The´ore`me 8.3 Le calcul du de´terminant, du polynoˆme caracte´ristique
et de l’adjointe d’une matrice carre´e d’ordre n sur un anneau com-
mutatif arbitraire A se fait a` l’aide d’une famille uniforme de circuits
arithme´tiques en SD(n log n, nα+32 µP (d
√
n e)).
Si on utilise une multiplication rapide des polynoˆmes en O(n log n) ou
en O(n log n log log n) ope´rations arithme´tiques (selon l’anneau conside´re´),
cela fait donc, O(nα2 +2 log n) ou O(nα2 +2 log n log logn) ope´rations
arithme´tiques pour l’algorithme de Kaltofen. Nous verrons au chapitre
10 que les algorithmes paralle`les en profondeur log2 n font moins bien
dans le cas d’un anneau vraiment arbitraire (ils utilisent O(nα+1 log n)
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Algorithme 8.2 Algorithme de Kaltofen-Wiedemann
Entre´e : Un entier n ≥ 2 et une matrice A = (aij) ∈ An×n.
Sortie : Le polynoˆme caracte´ristique PA(X) de A .
De´but (on pose An = A[z]
/〈
zn+1
〉
)
Variables locales : i, k ∈ N ; V = (vi) ∈ Zn×1 (vecteur du centre d’e´limi-
nation des divisions) ; C = (cij) ∈ Zn×n (matrice du centre d’e´limination
des divisions) ; B ∈ (An)n×n ; (rk)k=0..2n−1 ∈ (An)2n.
E´tape 1 : Calcul du centre d’e´limination des divisions, et initialisation.
C := 0 ∈ An×n ;
pour i de 1 a` n faire
vi :=
(
i− 1⌊
i−1
2
⌋) ; cn,i := (−1)bn−i2 c(⌊n+i−12 ⌋
i− 1
)
fin pour ;
pour i de 1 a` n− 1 faire ci,i+1 := 1 fin pour ;
B := C + z × (A− C) ;
E´tape 2 : Calcul de la suite re´currente line´aire
pour k de 0 a` 2n− 1 faire
rk := premie`re coordonne´e de B
k × V dans An
fin pour ;
E´tape 3 : Berlekamp-Massey
Appliquer la proce´dure de Berlekamp-Massey a` la suite (rk)k=0..2n−1
puis remplacer z par 1 dans le polynoˆme ge´ne´rateur minimal trouve´.
Fin.
ope´rations arithme´tiques) mais un peu mieux (O(nα+ 12 ) ope´rations arith-
me´tiques) dans le cas d’un anneau ou` les entiers ≤ n sont non diviseurs
de ze´ro.
Dans le cours de la preuve qui suit nous ferons e´galement l’analyse de
complexite´ de la version e´le´mentaire de l’algorithme de Kaltofen. Nous
obtenons le re´sultat suivant.
Proposition 8.5.1 Dans la version se´quentielle simple de l’algorithme
de Kaltofen, le calcul du de´terminant, du polynoˆme caracte´ristique et
de l’adjointe d’une matrice carre´e d’ordre n sur un anneau commutatif
arbitraire A se fait a` l’aide d’une famille uniforme de circuits arithme´-
tiques de taille O(n4) et plus pre´cise´ment avec un nombre de multipli-
cations e´gal a` 4n4 +O(n3) et un nombre d’additions du meˆme ordre de
grandeur. Le nombre de multiplications essentielles est de 2n4 +O(n3).
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Preuve. On remarque tout d’abord que le couˆt de l’e´tape 1 est ne´gli-
geable. Les entiers qu’elle calcule sont des constantes du circuit dis-
ponibles une fois pour toutes et leur calcul ne doit pas eˆtre pris en
compte (ils sont de toute fac¸on calculables en O(n2) ope´rations arith-
me´tiques). Quant a` l’affectation B := C + z × (A − C) dans (An)n×n
elle signifie du point de vue des ope´rations arithme´tiques dans A qu’on
effectue 2n − 1 soustractions qui peuvent eˆtre effectue´es en une seule
e´tape paralle`le.
L’e´tape 3 est pour l’essentiel un algorithme d’Euclide e´tendu. Elle se
fait avec un circuit arithme´tique de profondeur O(n log n) et de taille
O(n2 µP (n)) ou` µP (n) est le nombre d’ope´rations arithme´tiques ne´ces-
saires pour la multiplication de deux polynoˆmes de degre´ n dans A[z]
en profondeur O(log n). Cela est duˆ au fait que l’algorithme d’Euclide
e´tendu utilise´ comporte O(n) e´tapes avec chacune O(n) ope´rations
arithme´tiques dans l’anneau des de´veloppements limite´s An (certaines
de ces ope´rations sont des divisions par des e´le´ments inversibles).
Pour obtenir le re´sultat e´nonce´, reste l’e´tape 2, la plus couˆteuse en
nombre d’ope´rations arithme´tiques.
Voyons tout d’abord la version e´le´mentaire. On calcule successive-
ment les Vk = B
kV pour k = 1, . . . , 2n − 1 par Vk+1 = BVk. Cela
fait en tout 2n3 − n2 multiplications et n(n − 1)(2n − 1) additions
dans An. Chacune des 2n3 − n2 multiplications est le produit d’une
entre´e de B par une coordonne´e de l’un des Vk. Or les entre´es de B
sont des e´le´ments de la forme c + bz ou` c est une constante (une des
entre´es non nulles de C) et b est une entre´e de A− C. Un tel produit
consomme donc n multiplications essentielles, n+ 1 multiplications du
type (( produit d’un e´le´ment de A par une constante )) et n additions.
En re´sume´, l’e´tape 2 dans la version se´quentielle e´le´mentaire consomme
2n4 − n3 multiplications essentielles, 2n4 + O(n3) multiplications non
essentielles et 4n4 +O(n3) additions.
Voyons maintenant la version acce´le´re´e. On subdivise l’e´tape 2 en
quatre sous-e´tapes qui sont les suivantes, nume´rote´es de 2.1 a` 2.4, dans
lesquelles on pose r = d√n e , s = d2n/re − 1, U0 = E1 et V0 = V :
E´tape 2.1 : pour j de 1 a` r − 1 calculer Vj := B j V0
E´tape 2.2 : Calculer la matrice B r
E´tape 2.3 : pour k de 1 a` s calculer Uk := (
tBr)k E1
E´tape 2.4 : pour j de 0 a` r − 1 et pour k de 0 a` s calculer
bkr+j(z) :=
tUk(z)Vj(z) .
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Notez que r(s+1) ≥ 2n si bien que que les entiers kr+j parcourent
tout l’intervalle [0, 2n− 1].
Au cours des sous-e´tapes 2.1 et 2.2, les coefficients calcule´s sont
des polynoˆmes en z de degre´ ≤ r (dans Bj V , ils sont de degre´ ≤ j ),
c’est-a`-dire que chaque multiplication de deux coefficients correspond a`
un circuit arithme´tique de profondeur O(log r) avec µP (r) ope´rations
de base dans A. Cela donne l’analyse suivante pour les diffe´rentes sous-
e´tapes.
• Sous-e´tape 2.1 : Pour obtenir tous les vecteurs Bj V pour 1 ≤
j ≤ r− 1 on peut proce´der en blog rc e´tapes paralle`les ou` chaque e´tape
i ( i = 1, . . . , blog rc ) consiste a` e´lever au carre´ la matrice B2i−1 puis a`
la multiplier a` droite par la matrice [V | B V | . . . | B2i−1−1 V ] qui est
une matrice n×2i−1 pour obtenir la matrice [V | B V | . . . | B2i−1 V ]
qui est une matrice n × 2i dont les coefficients sont des polynoˆmes de
A[z] de degre´ < 2i ≤ r.
Chacune de ces blog rc e´tapes correspond donc a` un circuit arithme´-
tique de profondeur O(log n log r) et de taille O(nα µP (r)), ce qui donne
au total, pour la sous-e´tape 2.1, un circuit arithme´tique de profondeur
O(log3 n) et de taille O(nα µP (r) log n) .
• Sous-e´tape 2.2 : Si r est une puissance de 2, le calcul de B r se
fait en e´levant au carre´ la matrice Br/2 de´ja` calcule´e. Sinon il faut faire
le produit de certaines des matrices B2
i−1
: par exemple si r = 39 =
32 + 4 + 2 + 1, on a B39 = B2
5
B2
2
B2B. Pour chaque produit les coeffi-
cients des matrices sont de degre´ ≤ r/2 dans A[z]. Ceci correspond de
nouveau a` un circuit arithme´tique de profondeur O(log3 n) et de taille
O(nα µP (r) log n). Pour la suite nous posons B1 = tBr
• Sous-e´tape 2.3 : Nous ne pouvons plus utiliser la technique de
l’e´tape 2.1 qui ici donnerait a priori une famille uniforme de circuits
arithme´tiques dans SD(log3 n, nα µP (n) log n).
Partant du vecteur U0 = E1, la sous-e´tape 2.3 de notre algorith-
me consiste a` calculer, pour k allant de 1 a` s, le vecteur Uk(z) =
B1 Uk−1(z). Posons s1 = d(n+ 1)/re. Notons que Uk−1 = Bk−11 E1 se
re´e´crit dans An sous la forme Uk−1(z) =
∑s1−1
`=0 z
r` Uk−1,` ou` chacun
des Uk−1,` est un vecteur dont les composantes sont des polynoˆmes en z
de degre´ < r. On peut donc identifier Uk−1(z) avec la matrice n× s1 :
Wk(z) = [Uk−1,0 | Uk−1,1 | . . . | Uk−1,s1−1 ] .
Le calcul du vecteur Uk(z) a` n lignes et s1 colonnes se fait comme
suit. On calcule la matrice B1Wk−1(z) dont les entre´es sont des poly-
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noˆmes de degre´ ≤ 2r, puis on re´organise les sommes correspondantes
pour obtenir Uk(z) (ce qui ne´cessite au plus n
2 additions dans A).
Le produit B1Wk−1(z) est celui d’une matrice n × n par une matrice
n × s1, toutes les entre´es e´tant de degre´ ≤ r. Ceci peut se faire avec
r2 multiplications paralle`les de blocs s1 × s1. Chaque multiplication de
blocs se fait en O(sα1 ) ope´rations arithme´tiques sur des polynoˆmes de
degre´ ≤ r. On obtient donc chaque Uk(z) en SD(log2 r, r2+α µP (r)).
Cela donne au total, pour la sous-e´tape 2.3, une famille uniforme de
circuits arithme´tiques dans SD(s log2 n, s r2+αµP (r)) c’est-a`-dire en-
core dans SD(n 12 log2 n, n 3+α2 µP (d
√
n e).
• Sous-e´tape 2.4 : Cette e´tape peut eˆtre e´galement ramene´e a` la
multiplication d’une matrice (s+ 1)× n par une matrice n× r :

tU0(z)
tU1(z)
...
tUs(z)
 × [ V0(z) V1(z) · · · Vr−1(z) ] =

tU0(z)V0(z) · · · tU0(z)Vr−1(z)
...
. . .
...
tUs(z)V0(z) · · · tUs(z)Vr−1(z)

dont l’e´le´ment en position (k+1, j+1) pour 0 ≤ k ≤ s et 0 ≤ j ≤ r−1
n’est autre que le coefficient recherche´ : tUk(z)Vj(z) = bkr+j(z).
Utilisant a` nouveau la multiplication par blocs (s+1)× (s+1), nous
concluons que la sous-e´tape 2.4 correspond a` un circuit arithme´tique
de profondeur O(log2 n) et de taille O(nα+22 µP (d
√
n e)).
On peut re´sumer le calcul de complexite´ dans le tableau (8.5) sui-
vant qui donne, pour chaque e´tape, la complexite´ arithme´tique du cir-
cuit correspondant, en meˆme temps que le re´sultat ge´ne´ral. Nous avons
e´galement indique´ la taille lorsqu’on exe´cute l’algorithme avec une mul-
tiplication acce´le´re´e des polynoˆmes mais sans multiplication rapide des
matrices, sur les lignes (( avec α = 3 )).
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Etape Profondeur Taille
Etape 1 O(1) ne´gligeable
Etape 2 O(n 12 log2 n) O(nα+32 µP (d
√
n e))
avec α = 3 · · · O(n3 µP (d
√
n e) log n)
Etape 3 O(n log n) O(n2 µP (n))
Total O(n log n) O(nα+32 µP (d
√
n e))
avec α = 3 · · · O(n3 µP (d
√
n e) log n)
Tableau 8.5
Complexite´ de l’algorithme de Kaltofen-Wiedemann
uunionsq
Dans notre preuve c’est l’e´tape 3 qui de´termine la profondeur du cir-
cuit arithme´tique correspondant a` l’algorithme de Kaltofen-Wiedemann.
Mais on peut re´duire la profondeur de l’e´tape 3 par diverses me´thodes.
Une premie`re est de ne pas utiliser l’algorithme de Berlekamp/Massey
pour le calcul du polynoˆme minimal d’une suite re´currente line´aire. Une
telle me´thode, de´veloppe´e dans [50] (voir aussi [BP]) rame`ne ce calcul a`
la re´solution d’un syste`me line´aire qui a la forme de Toeplitz, en utilisant
le calcul du polynoˆme caracte´ristique de sa matrice par la me´thode de
Le Verrier ame´liore´e par Csanky (cf. section 9.1). On obtient un circuit
arithme´tique de profondeur de O(log3 n) et de meˆme taille, c’est-a`-dire
O(n2 µP (n)) . L’inconve´nient de cette ame´lioration est qu’elle s’applique
uniquement lorsque n! ne divise pas ze´ro dans l’anneau A.
Une deuxie`me me´thode, qui ne se heurte pas a` l’obstacle pre´ce´dent,
consiste a` utiliser une version paralle´lise´e de l’algorithme d’Euclide e´-
tendu. Voir [71, 66] et [GG] corollaire 11.6 page 304.
Cependant, il ne suffit pas de re´duire la profondeur de l’e´tape 3 pour
obtenir une profondeur polylogarithmique. Il faudrait le faire e´galement
pour l’e´tape 2 et plus pre´cise´ment la sous-e´tape 2.3.
On a donc a` l’heure actuelle un proble`me ouvert : peut-on obtenir un
circuit, de la taille de cet algorithme et de profondeur polylogarithmi-
que, permettant de calculer le polynoˆme caracte´ristique sur un anneau
commutatif arbitraire ?
L’algorithme de Kaltofen-Wiedemann obtient le re´sultat asymptoti-
que ci-dessus, a` savoir O(nα+32 µP (d
√
n e)), le meilleur temps se´quentiel
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de tous les algorithmes connus pour le calcul du polynoˆme caracte´risti-
que sur un anneau commutatif arbitraire, graˆce a` la multiplication rapide
des matrices, bien suˆr, mais aussi graˆce a` la multiplication rapide des
polynoˆmes. Et pour les polynoˆmes la multiplication rapide est de´sormais
couramment imple´mente´e sur machine.
Ainsi lorsqu’on ne dispose pas d’une multiplication rapide des ma-
trices, on obtient un temps se´quentiel asymptotiquement meilleur que
tous les autres algorithmes fonctionnant sur un anneau commutatif ar-
bitraire, de`s qu’on acce´le`re la multiplication des polynoˆmes, ne serait-ce
que par la me´thode de Karatsuba.
Notons que sur un anneau commutatif qui ne posse`de pas de ra-
cines principales de l’unite´, la me´thode qui utilise la transformation de
Fourier rapide est en O(n log n log log n) et elle ne devient plus per-
formante que la me´thode de Karatsuba en O(nlog 3) que pour n tre`s
grand, de l’ordre de plusieurs milliers (cf. section 6.3.2 et notamment la
remarque 6.3.2 page 182).
Un vaste champ d’expe´rimentation s’ouvre donc, maintenant que
diffe´rentes multiplications rapides commencent a` avoir une re´elle porte´e
pratique en calcul formel.
Conclusion
Nous terminons ce chapitre en renvoyant le lecteur a` deux surveys
re´cents d’Erich Katofen et Gilles Villard [53, 54] concernant la com-
plexite´ aussi bien alge´brique que binaire du calcul des de´terminants
(nous nous inte´ressons plutoˆt au calcul du polynoˆme caracte´ristique dans
cet ouvrage).
Ils montrent a` quel point l’alge`bre line´aire est un sujet de recherche
actif en calcul formel et l’importance des me´thodes modulaires et seminu-
me´riques pour le traitement des proble`mes concrets.
9. Paralle´lisations de la
me´thode de Leverrier
Introduction
Csanky [22] fut le premier a` prouver que les proble`mes du calcul des
de´terminants, de l’inversion des matrices, de la re´solution des syste`mes
d’e´quations line´aires et du calcul du polynoˆme caracte´ristique, dans le
cas d’un anneau contenant le corps des rationnels, sont dans la classe
NC, c’est-a`-dire dans la classe des proble`mes qui peuvent eˆtre re´solus
en temps paralle`le polylogarithmique avec un nombre polynomial de
processeurs par une famille uniforme de circuits arithme´tiques.
Il montre, en effet, que tous ces proble`mes se rame`nent au calcul du
polynoˆme caracte´ristique et que ce dernier se calcule en SD(nα+1, log2 n).
En particulier ils sont dans la classe NC2.
Nous pre´sentons le travail de Csanky dans la section 9.1. Dans la
section suivante nous donnons l’ame´lioration due a` Preparata & Sar-
wate [77] qui montre que le calcul du polynoˆme caracte´ristique peut
eˆtre re´alise´ dans SD(nα+1/2, log2 n). Dans la section 9.3 nous donnons
une meilleure estimation de la complexite´ the´orique de l’algorithme
pre´ce´dent, le´ge`rement ame´liore´, due a` Galil & Pan [32].
Dans le chapitre 10, nous examinerons des algorithmes qui re´solvent
les meˆmes proble`mes sur un anneau commutatif arbitraire.
9.1 Algorithme de Csanky
Pour calculer le polynoˆme caracte´ristique , Csanky utilise la me´thode
de Le Verrier en la paralle´lisant de la manie`re suivante.
On se donne un entier n, un corps K (ou plus ge´ne´ralement un
anneau dans lequel n! est inversible) et une matrice A ∈ Kn×n de po-
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lynoˆme caracte´ristique :
P (X) = det(A−XIn) = (−1)n[Xn − c1Xn−1 − . . .− cn−1X − cn ] .
On pose sk = Tr(A
k) pour k = 1, 2, . . . , n.
La me´thode de Le Verrier consiste a` re´soudre l’e´quation
S ~c = ~s (9.1)
ou`
~c =

c1
...
...
cn
 , ~s =

s1
...
...
sn
 et S =

1 0 · · · · · · 0
s1 2
. . .
...
...
. . .
. . .
. . .
...
sn−2
. . .
. . . 0
sn−1 sn−2 · · · s1 n

.
Cette e´quation admet la solution unique ~c = S−1~s qui donne les
coefficients du polynoˆme caracte´ristique.
Ceci donne l’algorithme de Csanky 9.1 en quatre grandes e´tapes.
Algorithme 9.1 Algorithme de Csanky, principe ge´ne´ral.
Entre´e : Un entier n ∈ N et une matrice A ∈ An×n. L’anneau A contient
le corps Q.
Sortie : Les coefficients du polynoˆme caracte´ristique PA(X) de A.
De´but
E´tape 1 :
Calculer en paralle`le les puissances A2, A3, . . . , An ;
E´tape 2 :
Calculer en paralle`le les traces s1, s2, . . . , sn des matrices
A,A2, . . . , An.
E´tape 3 :
Cre´er et inverser la matrice triangulaire S (e´quation 9.1).
E´tape 4 :
Calculer le produit S−1~s = ~c.
Fin.
L’analyse de complexite´ pour cet algorithme utilise les re´sultats de
complexite´ de la technique (( diviser pour gagner )) et notamment son
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application au calcul paralle`le de l’inverse d’une matrice triangulaire
que nous avons de´crite au § 7.2.
La complexite´ de l’algorithme
• Le calcul en paralle`le des puissances A2, . . . , An de la matrice A se
rame`ne a` un algorithme de calcul paralle`le des pre´fixes repre´sente´ par
un circuit arithme´tique paralle`le de profondeur O(log n) et de taille
majore´e par 4n (the´ore`me 5.1 page 170), mais dont les nœuds internes
repre´sentent eux-meˆmes des circuits de multiplication de matrices n×n,
c’est-a`-dire des circuits de taille O(nα) et de profondeur O(log n). Ce
qui donne au total, pour re´aliser l’e´tape 1 un circuit arithme´tique en
SD(nα+1, log2 n).
• On calcule ensuite les traces des matrices A,A2, . . . , An, c’est-a`-dire
les coefficients sk = Tr(A
k) qui forment la matrice triangulaire S.
Ce sont des sommes de n e´le´ments de A que l’on calcule en paralle`le
pour 1 ≤ k ≤ n en SD(n2, log n).
• Le calcul de S−1 se fait comme indique´ au § 7.2. La matrice S est
en effet triangulaire et fortement re´gulie`re. D’apre`s la proposition 7.2.2,
le calcul de la matrice S−1 se fait par un circuit arithme´tique paralle`le
en SD(nα, log2 n).
• Enfin, le calcul de ~c = S−1~s, qui est le produit d’une matrice triangu-
laire par un vecteur, se fait en paralle`le par un circuit arithme´tique de
taille n2 et de profondeur dlog ne, la profondeur e´tant essentiellement
due aux additions.
En fait, on a un tout petit peu mieux.
The´ore`me 9.1 (Csanky)
Soit A un anneau ve´rifiant les hypothe`ses pour l’algorithme de Le Ver-
rier : la division par n!, quand elle est possible, est unique et explicite.
Le calcul du polynoˆme caracte´ristique, de l’adjointe et l’inverse d’une
matrice carre´e d’ordre n est en SD(nα+1, log2n).
Preuve. Une le´ge`re modification de l’algorithme de Csanky pour le po-
lynoˆme caracte´ristique d’une matrice carre´e d’ordre n montre que l’hy-
pothe`se d’un anneau dans lequel n! est inversible, peut eˆtre remplace´e
par l’hypothe`se pour l’algorithme de Le Verrier. En effet soit A ∈ An×n
et S la matrice utilise´e dans l’algorithme de Csanky pour le calcul du
polynoˆme caracte´ristique .
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Au lieu de calculer S−1 (ce qui n’est possible que si n! est inversible
dans A ), on calcule n!S−1. Il suffit pour cela de de´velopper le polynoˆme
caracte´ristique de S en calculant le produit (X−1)(X− 2) · · · (X−n),
ce qui revient a` calculer les valeurs des polynoˆmes syme´triques e´le´men-
taires σ1, σ2, . . . , σn de n variables au point (1, 2, . . . , n ).
Le the´ore`me de Cayley-Hamilton permet alors d’e´crire :
(−1)n+1 n!S−1 = Sn−1 +
n−1∑
k=1
(−1)kσkSn−k−1
ce qui rame`ne le calcul de n!S−1 a` celui des puissances S2, S3, . . . , Sn−1.
Or ce calcul se fait en paralle`le, d’apre`s le calcul des pre´fixes par
exemple (proposition 5.1) en SD(nα+1, log2 n).
Nous laissons le lecteur ou la lectrice terminer pour ce qui concerne
les calculs de l’adjointe et de l’inverse. uunionsq
Variante de Scho¨nhage
Signalons qu’il existe une variante de la me´thode de Csanky/Le Ver-
rier due a` Scho¨nhage [81] qui donne une famille uniforme de circuits
arithme´tiques avec divisions calculant le polynoˆme caracte´ristique avec
une faible profondeur sur un corps de caracte´ristique finie.
Scho¨nhage utilise le re´sultat suivant concernant les sommes de New-
ton (§ 1.5) connu sous le nom de crite`re de Kakeya [48] :
Proposition 9.1.1 Soit J une partie finie a` n e´le´ments de N et
(sj)j∈J le syste`me correspondant de n sommes de Newton a` n in-
de´termine´es sur un corps K de caracte´ristique nulle. Alors (sj)j∈J est
un syste`me fondamental de polynoˆmes syme´triques sur K (cf. de´finition
1.5.1) si et seulement si N \J est stable pour l’addition dans N.
Par exemple, pour tout entier p positif, la partie J(p, n) ⊂ N \ pN
constitue´e des n premiers entiers naturels qui ne sont pas des multiples
de p, satisfait ce crite`re, et Scho¨nage [81] l’utilise pour adapter la me´-
thode de Le Verrier au calcul du polynoˆme caracte´ristique sur un corps
de caracte´ristique p > 0.
Notez qu’en caracte´ristique p l’e´galite´ (x+ y)p = xp + yp implique
que les sommes de Newton ve´rifient les e´galite´s skp = sk
p.
Prenons maintenant un exemple. Le polynoˆme ge´ne´ral de degre´ 8
est P (X) = X8 −∑8i=1 aiX8−i. Si nous sommes sur un corps de carac-
te´ristique 3, nous conside´rons les 8 premie`res relations de Newton qui
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donnent les sommes sj pour j ∈ N \ 3N (cf. l’e´galite´ (1.22) page 28) :
1 0 0 0 0 0 0 0
s1 2 0 0 0 0 0 0
s3 s2 s1 1 0 0 0 0
s4 s3 s2 s1 2 0 0 0
s6 s5 s4 s3 s2 s1 1 0
s7 s6 s5 s4 s3 s2 s1 2
s9 s8 s7 s6 s5 s4 s3 s2
s10 s9 s8 s7 s6 s5 s4 s3


a1
a2
a3
a4
a5
a6
a7
a8

=

s1
s2
s4
s5
s7
s8
s10
s11

(9.2)
Compte tenu des relations
s3 = s1
3, s6 = s2
3, s9 = s1
9, (9.3)
le de´terminant de la matrice carre´e est e´gal a`
d = −s1 s32 s5 + s22 s24 + s31 s4 s5 + s51 s2 s5 + s31 s22 s5 − s21 s32 s4+
s21 s
2
5 + s
4
1 s
4
2 + s
6
1 s
3
2 − s51 s7 − s41 s8 − s34 − s1 s7 s22 + s121
−s41 s24 + s21 s52 + s101 s2 + s62 + s22 s8 − s81 s22 + s81 s4 − s21 s2 s8
+s4 s8 − s5 s7 + s41 s22 s4 + s2 s25 − s61 s2 s4 + s1 s2 s4 s5
Un point non trivial est que d n’est pas une fonction identiquement
nulle (si le corps de base est infini). En fait dans le cas ge´ne´rique, c’est-a`-
dire si on conside`re les ai comme des inde´termine´es et les si (i = 1, 2, 4,
5, 7, 8, 10, 11) comme donne´s par les relations (9.2) et (9.3), les e´le´ments
si sont alge´briquement inde´pendants. Cela implique alors que les ai
(i = 1, . . . , 8) peuvent s’exprimer comme fractions rationnelles en les si
(i = 1, 2, 4, 5, 7, 8, 10, 11) avec d pour de´nominateur.
Un autre point non trivial consiste a` re´soudre les syste`mes line´aires
du type (9.2) (lorsque le de´terminant correspondant est non nul) par un
algorithme (avec divisions) bien paralle´lise´.
L’algorithme de Scho¨nage [81] correspond a` une famille de circuits
arithme´tiques (avec divisions) dans SD(nα+1, log2 n) (voir aussi le livre
[BP] Annexe C pages 372–377).
9.2 Ame´lioration de Preparata et Sarwate
Principe ge´ne´ral
Conside´rons un anneau A ve´rifiant les hypothe`ses pour l’algorithme
de Le Verrier, et une matrice carre´e A ∈ An×n. L’ame´lioration apporte´e
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par Preparata & Sarwate [77] a` l’algorithme de Csanky provient du fait
que pour calculer les traces sk = Tr(A
k) (1 ≤ k ≤ n), on n’a pas besoin
de calculer toutes les puissances de A.
Il suffit en effet, si l’on pose p = d√n e, de disposer des 2p matrices
In, A, . . . , A
p−1 et Ap = B, B2, . . . , Bp = Ap2 , ce qui revient a` calculer
2 d√n e − 2 puissances de matrices n× n au lieu des n− 1 puissances
de A. Il est fait appel pour cela a` deux proce´dures re´cursives note´es
Powers(A, r) et Superpowers(A, r) permettant de calculer les puissances
successives d’une matrice carre´e A jusqu’a` l’ordre r.
Les traces des puissances de A seront alors obtenues en conside´rant
les matrices Uj (1 ≤ j ≤ n) de´finies de la manie`re suivante :
Uj = LjCj ou` Lj ∈ Ap×n est la matrice forme´e uniquement des j - e`mes
lignes ( 1 ≤ j ≤ n ) des p matrices In, A, . . . , Ap−1 et ou` Cj ∈ An×p est
la matrice forme´e des j - e`mes colonnes ( 1 ≤ j ≤ n ) des autres matrices
Ap, A2p, . . . , Ap
2
.
Les matrices Uj (1 ≤ j ≤ n) sont des matrices carre´es d’ordre p dont
les p2 coefficients ne sont autres que les j - e`mes e´le´ments diagonaux des
matrices Ap, Ap+1, . . . , Ap
2+p−1.
Plus pre´cise´ment, l’e´le´ment u
[j]
kl qui est position (k, l) dans la ma-
trice Uj et qui est obtenu par multiplication de la j - e`me ligne de la
matrice Ak−1 par la j - e`me colonne de la matrice Apl est donc le j -
e`me e´le´ment de la diagonale du produit Ak−1Apl = Apl+k−1, c’est-a`-dire
que u
[j]
kl = a
[pl+k−1]
jj pour 1 ≤ k, l ≤ p, si l’on de´signe par a[m]rs l’e´le´ment
en position (r, s) de la matrice Am.
Posant m = pl+ k− 1 (m prend toutes les valeurs comprises entre
p et p2 + p − 1 quand k et l varient de 1 a` p ) on obtient, avec les
notations ci-dessus, et pour p ≤ m ≤ p2 + p− 1 :
Tr(Am) =
n∑
j=1
a
[m]
jj =
n∑
j=1
u
[j]
kl
(ou` l et k − 1 sont respectivement le quotient et le reste euclidiens de
m par p ).
Comme les matrices A, . . . , Ap−1 sont de´ja` disponibles, cela nous
donne donc les traces de toutes les puissances A, . . . , Ap, . . . , Ap
2
donc
celles de toutes les matrices A, . . . , An puisque p2+p−1 ≥ n+√n−1 ≥
n.
D’ou` l’algorithme de Preparata & Sarwate qui comprend deux par-
ties, la premie`re pour le calcul du polynoˆme caracte´ristique de la matrice
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donne´e A ∈ An×n, et la deuxie`me pour le calcul de l’adjointe et de l’in-
verse de cette matrice.
Calcul du polynoˆme caracte´ristique
Avant de donner l’algorithme 9.2 page suivante, voyons tout d’abord
les sous-proce´dures utilise´es dans cet algorithme. Il s’agit essentiellement
de la proce´dure Superpowers qui est de´finie de manie`re re´cursive a` partir
de la proce´dure Powers (elle-meˆme de´finie de manie`re re´cursive) en vue
d’acce´le´rer le calcul des puissances d’une matrice carre´e donne´e (dans
notre cas, c’est la matrice A ∈ An×n ).
Chacune de ces deux sous-proce´dures prend donc en entre´e A et un
entier p > 1 et donne en sortie la matrice rectangulaire n× np forme´e
des p puissances de A :
Powers(A, p) = Superpowers(A, p) = [A | A2 | . . . | Ap ].
Powers(A, s)
• m := ds/2e ;
• [A | . . . |Am ] := Powers(A,m) ;
• pour i de m+ 1 a` s faire Ai := Abi/2cAdi/2e.
Superpowers(A, p)
• r := dlog pe ;
• s := bp/rc ; q := p− rs ;
• [A | . . . |As ] := Powers(A, s) ;
• pour k de 1 a` r − 1 faire Ask× Powers (A, s) ;
(cela donne toutes les puissances de A jusqu’a` l’ordre rs)
• pour i de 1 a` q faire Asr × [A | . . . | Aq ] ;
(pour avoir les q = p− rs puissances restantes de A).
La complexite´ de l’algorithme
Nous utilisons comme d’habitude les notations 7.2.1 page 195. Nous
allons de´terminer les parame`tres de complexite´ de la famille de circuits
arithme´tiques paralle`les repre´sentant l’algorithme de Preparata & Sar-
wate en commenc¸ant par la complexite´ des sous-proce´dures qu’il utilise.
Les parame`tres de complexite´ pour l’algorithme principal 9.2 (re-
pre´sente´ par la colonne PS(A,n) ) et les proce´dures auxiliaires Powers
(colonne PW(A, p) ) et Superpowers (colonne SPW(A, p) ) seront de´si-
gne´s, conforme´ment au tableau suivant, respectivement par :
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Algorithme 9.2 Algorithme de Preparata & Sarwate
Entre´e : Un entier n et une matrice A ∈ An×n.
Sortie : Le vecteur ~c des coefficients du polynoˆme caracte´ristique de A.
Les e´tapes du calcul (avec p = d√n e),
1. Calculer les puissances A, . . . , Ap en appelant Superpowers(A, p) ;
2. Calculer les puissances Ap, . . . , Ap
2
en faisant Superpowers(Ap, p) ;
3. Calculer en paralle`le les n produits Uj = LjCj ( 1 ≤ j ≤ n ) ;
4. Former le vecteur ~s et la matrice triangulaire S en calculant en pa-
ralle`le, a` partir des matrices Uj = (u
[j]
kl ) obtenues a` l’e´tape pre´ce´dente,
les n traces sm =
∑n
j=1 u
[j]
kl (1 ≤ m ≤ n). On prendra, pour chaque
valeur de m, l = bm/pc et k = m+ 1− lp ;
5. Calculer S−1 (en utilisant l’approche (( diviser pour gagner ))) ;
6. Calculer le produit S−1~s = ~c.
↓ Parame`tre / Proce´dure → PS(A,n) PW(A, p) SPW(A, p)
Taille τ(n) τ1(p) τ2(p)
Profondeur pi(n) pi1(p) pi2(p)
Largeur λ(n) λ1(p) λ2(p)
La de´finition de la proce´dure Powers nous donne les relations de re´-
currence :
τ1(p) = τ1(dp/2e) + bp/2cµM (n)
pi1(p) = pi1(dp/2e) + γM (n)
λ1(p) = max {λ1(dp/2e), bp/2cλM (n) }
on en de´duit pour p ≥ 2 par sommation de 1 a` r = dlog pe :
τ1(p) ≤ (2p− 3) Cα nα
pi1(p) ≤ Kα dlog pe log n
λ1(p) = bp/2cλM (n) ≤ 12 Lα p log n .
La de´finition de la proce´dure Superpowers dans laquelle r = dlog pe,
s = bp/rc et q := p− rs, permet d’e´crire 1 :
τ2(p) = τ1(s) + (p− s)µM (n)
pi2(p) = pi1(s) + r γM (n)
λ2(p) = max {λ1(s), s λM (n)}
1. Le calcul pre´liminaire des entiers r, s, q n’intervient pas : il fait partie de la
construction du circuit arithme´tique correspondant.
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qui donnent, avec les majorations pre´ce´dentes :
τ2(p) ≤ (p+ s− 3) Cα nα ≤ [ p+ (p/ log p)− 3 ] Cα nα
pi2(p) ≤ 2Kα (dlog pe log n)
λ2(p) = bp/rcλM (n) ≤ (Lα p nα) / (log p log n) .
L’algorithme utilise en plus des proce´dures ci-dessus une proce´dure
d’inversion de matrice triangulaire. Nous avons vu (proposition 7.2.2)
que l’inversion d’une matrice triangulaire fortement re´gulie`re se fait par
un circuit arithme´tique paralle`le de taille majore´e par Cα (2n−1)α donc
par 8 Cα n
α, de profondeur au plus e´gale a`
Kα (log
2 (n) + 3 log (n) + 2) + 1 ≤ 2 Kα (log (n) + 1)2 .
Et sa largeur est O(nα/ log2 n) si on applique le principe de Brent.
Ceci permet d’e´tablir la complexite´ de la premie`re partie de l’algo-
rithme principal. Compte tenu du fait que p = d√n e et que 2 ≤ α ≤ 3,
le tableau 9.2 indique le re´sultat des majorations pour la taille et la
profondeur et pour chaque e´tape.
Complexite´ de l’Algorithme de Preparata & Sarwate
Etapes Taille Profondeur
Etape 1 [ p+ (p/ log p)− 3 ]nα 2 Kα dlog pe log n
Etape 2 [ p+ (p/ log p)− 3 ]nα 2 Kα dlog pe log n
Etape 3 n [pµM (p) + (p− 1)p2] Kα log n
Etape 4 n (n− 1) dlog ne
Etape 5 8 Cα n
α 2 Kα (log (n) + 1)
2
Etape 6 n2 dlog ne+ 1
Total τ(n) = O(nα+ 12 ) pi(n) = O(log2 n)
Tableau 9.2
On en de´duit le re´sultat suivant de Preparata & Sarwate, dans lequel
nous avons e´galement inte´gre´, le calcul de l’adjointe et de l’inverse qui
constitue la deuxie`me partie de cet algorithme :
The´ore`me 9.2 Soit A un anneau ve´rifiant les hypothe`ses pour l’al-
gorithme de Le Verrier. Le polynoˆme caracte´ristique, le de´terminant,
l’adjointe et l’inverse (s’il existe) d’une matrice carre´e A ∈ An×n se
fait par un circuit arithme´tique de taille τ(n), de profondeur pi(n) et
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de largeur λ(n) majore´es respectivement par :
τ(n) ≤ 4 Cα nα+ 12 + o(nα+ 12 )
pi(n) ≤ 5 Kα log2 n+O(log n)
λ(n) ≤ (2 Lα nα+ 12 ) / (log2 n)
ou` Cα, Kα, Lα de´signent les constantes asymptotiques de la multiplica-
tion paralle`le des matrices en SD(nα, log n).
Calcul de l’adjointe et de l’inverse
L’algorithme de Preparata & Sarwate ne calcule pas toutes les puis-
sances de la matrice A. Par conse´quent le calcul de l’adjointe de A a`
partir de la formule de Cayley-Hamilton doit se faire en n’utilisant que
les 2 d√n e puissances de A de´ja` calcule´es, avec en plus les coefficients
c1, c2, . . . , cn du polynoˆme caracte´ristique et les matrices Lj forme´es
des lignes des premie`res puissances de A e´galement disponibles.
L’astuce est de conside´rer les p matrices
Bi−1 =
∑p−1
j=0 cn−p (i−1)−j−1A
j
(1 ≤ i ≤ p) forme´es avec les coefficients du polynoˆme caracte´ristique,
avec la convention c0 = −1 et ck = 0 si k < 0 (rappelons que n ≤ p2 ).
On calcule ensuite la somme∑p−1
k=0Bk A
pk =
∑p−1
k=0
∑p−1
j=0 cn−pk−j−1A
pk+j
en re´partissant les calculs sur dlog pe e´tapes paralle`les avec au maximum
p / log p multiplications de matrices n × n (i.e. des produits du type
Bk ×Apk ) par e´tape.
Or cette somme est e´gale a`
∑n
`=1 cn−`A
`−1 = AdjA , puisque d’une
part cn−` = 0 si ` > n et que d’autre part, si ` est compris entre
1 et n, ` correspond de manie`re unique a` un couple (k, j) tel que
1 ≤ j, k ≤ p − 1 et ` − 1 = p k + j (division euclidienne de ` − 1 par
p). Ce qui donne l’adjointe puis l’inverse.
Ainsi la deuxie`me partie de l’algorithme de Preparata & Sarwate
pour le calcul de l’adjointe et de l’inverse de A peut eˆtre de´taille´e comme
suit.
Entre´es :
— Les puissances A, . . . , Ap de la matrice A, ainsi que les puissances
A2p, . . . , Ap
2
de la matrice Ap, toutes disponibles a` l’issue des deux pre-
mie`res e´tapes de l’algorithme principal 9.2 ;
— La matrice L = [L1 |L2 | · · · |Ln ] ∈ Ap×n2 forme´e des n matrices
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Lk ( 1 ≤ k ≤ n ) de´ja` calcule´es ;
— Enfin la matrice C forme´e a` partir des coefficients c1, c2, . . . , cn du
polynoˆme caracte´ristique PA(X) = (−1)n
(
Xn −∑ni=1 ciXn−i) :
C =

cn−1 cn−2 · · · cn−p
cn−p−1 cn−p−2 · · · cn−p−p
...
...
...
...
cn−p (p−1)−1 cn−p (p−1)−2 · · · cn−p (p−1)−p
 ∈ Ap×p .
On a alors Bi−1 =
∑p−1
j=0 cij A
j et il est facile de voir que la k - e`me ligne
de cette matrice n’est autre que la i - e`me ligne de la matrice Tk := C Lk
ou` Lk, rappelons-le, est la matrice forme´e des k - e`mes lignes des matrices
In, A, . . . , A
p−1.
Sortie :
L’adjointe et l’inverse de A, c’est-a`-dire les matrices
AdjA = An−1 − c1An−2 − . . .− cn−1A− cnIn et A−1 = 1cn AdjA.
Les e´tapes du calcul :
Faisant suite aux e´tapes (1 a` 6) qui calculent le polynoˆme caracte´ristique,
elles seront nume´rote´es de 7 a` 10. On pose r = dlog pe et D0 = 0nn (la
matrice carre´e d’ordre n nulle) et s = bp/rc :
7. Calculer le produit T = C L = [CL1 |CL2 | · · · |CLn ] (ce qui
revient a` calculer en paralle`le les produits de la matrice C qui est
une matrice p × p par les n matrices CLk qui sont des matrices
p× n ).
Cette e´tape permet d’e´crire les matrices Bi−1 ( 1 ≤ i ≤ p ).
8. pour k de 1 a` r faire Dk := Dk−1 +
∑is−1
k=(i−1)sBk A
pk ;
9. Calculer AdjA := −(Dr +
∑p−1
k=rsBk A
pk) ;
10. Calculer A−1 = 1cn AdjA.
La complexite´ de cette deuxie`me partie de l’algorithme de Prepara-
ta & Sarwate posse`de les meˆmes bornes que l’algorithme principal du
polynoˆme caracte´ristique.
L’e´tape 7 se fait en Kα log n e´tapes comportant au total n p Cα p
α
ope´rations arithme´tiques dans l’anneau de base, utilisant au maximum
n p Lα (p
α / log p) processeurs.
Les e´tapes 8 et 9 sont les plus couˆteuses. Elles correspondent a` un
total de r+ 1 e´tapes paralle`les comportant p multiplications de matri-
ces carre´es d’ordre n c’est-a`-dire p Cα n
α ope´rations arithme´tiques de
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base, ce a` quoi il faut rajouter des additions de matrices n×n. Cela fait
un circuit de profondeur
(r + 1) Lα log n+O(log n) ≤ 1
2
(log n+ 1) Lα log n+O(log n) .
Le nombre de processeurs utilise´s au cours de ces r+1 e´tapes paralle`les
est e´gal a` sLα (nα / log n) ≤ (Lα p nα) / log n log p puisque s = bp/rc ≤
p / log p.
9.3 Ame´lioration de Galil et Pan
Galil & Pan [32] re´duisent les e´tapes les plus couˆteuses de l’algorith-
me pre´ce´dent a` quatre multiplications de matrices rectangulaires.
Il s’agit plus pre´cise´ment des l’e´tapes 1, 2 et 3 de l’algorithme prin-
cipal (calcul du polynoˆme caracte´ristique) d’une part et des e´tapes 8 et
9 du calcul de l’adjointe d’autre part.
Par une re´organisation des e´tapes 1 et 2 de l’algorithme principal
qui font intervenir les proce´dures re´cursives Powers et Superpowers, on
remplace l’appel a` ces proce´dures par l’appel re´cursif a` une proce´dure
unique permettant de calculer les matrices
[A |A2 | . . . |Ap−1 ] et [Ap |A2p | . . . |Ap(p−1) ]
a` partir des matrices
[A |A2 | . . . |As−1 ] et [As |A2s | . . . |A(s−1) s ]
ou` s =
⌈√
p
⌉
. Cela se fait en effectuant le produit d’une matrice rectan-
gulaire n (s − 1) × n par une matrice rectangulaire n × ns qui donne
les puissances restantes :
A
A2
...
As−1
 × [ As A2s · · · As2 ] .
L’e´tape 3 de l’algorithme principal calcule les n produits Uj =
Lj Cj ∈ Ap×p pour en de´duire les traces des puissances de A. Il est pos-
sible de re´duire cette e´tape au calcul d’un seul produit de deux matrices
rectangulaires de types respectifs p × n2 et n2 × p ou` p = d√n e. En
effet, si on e´crit les e´le´ments de chaque matrice Ak (pour 0 ≤ k ≤ p−1 )
sur une seule ligne, de manie`re a` la repre´senter par la suite ordonne´e de
ses n lignes, c’est-a`-dire par vk ∈ A1×n2 , et si l’on fait de meˆme avec
9.3. Ame´lioration de Galil et Pan 267
les matrices Apk ( 1 ≤ k ≤ n ), mais en de´roulant cette fois chacune
d’elles sur une seule colonne (Apk sera donc repre´sente´e, dans l’ordre
de ses colonnes, par wk ∈ An2×1 ), le calcul des traces sk revient alors
a` calculer le produit des deux matrices rectangulaires :
v0
v1
· · ·
vp−1
 × [ w1 w2 · · · wp ] =

v0w1 v0w2 · · · v0wp
v1w1 v1w2 · · · v1wp
...
...
...
...
vp−1w1 vp−1w2 · · · vp−1wp
 .
Il est clair que l’e´le´ment vi−1wj de la i - e`me ligne et j - e`me colonne
de cette matrice est e´gal a` spj+i−1 = TrApj+i−1 (1 ≤ i, j ≤ p).
On modifie enfin les e´tapes 8 et 9 du calcul de l’adjointe de A en
prenant q = d 3√n e, t = b(n+ 1) / qc de manie`re a` avoir qt ≤ n + 1 <
q(t+1), et on change les dimensions de la matrice C en la remplac¸ant par
C∗ = (cij) ∈ A(t+1)×q (avec les meˆmes notations et la meˆme convention
pour les cij ) ainsi que les dimensions des matrices L1, L2, . . . , Ln en
les remplac¸ant par des matrices L∗1, L∗2, · · · , L∗n de´finies exactement de
la meˆme fac¸on mais a` partir des lignes des matrices In, A, · · · , Aq−1, ce
qui fait qu’elles sont de type q × n au lieu d’eˆtre de type p× n.
On calcule alors la matrice T ∗ ∈ A(t+1)×n2 en effectuant le produit
d’une matrice (t+ 1)× q par une matrice q × n2 :
T ∗ = C∗ [L∗1 |L∗2 | · · · |L∗n ] = [C∗L∗1 |C∗L∗2 | · · · |C∗L∗n ]
en tenant compte du fait que la (i + 1) - e`me ligne du bloc C∗L∗j n’est
autre que la j - e`me ligne de la matrice
Bi =
q−1∑
j=0
cn−1−qi−j Aj =
q−1∑
j=0
ci+1,j+1A
qi+j (ici 0 ≤ i ≤ t) .
Avec ces modifications, les e´tapes 8 et 9 se rame`nent donc, comme
on peut le constater, au calcul du produit de deux matrices rectangu-
laires (avec les meˆmes notations que ci-dessus) qui est un produit d’une
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matrice n× n (t+ 1) par une matrice n (t+ 1)× n :
[
B0 B1 B2 · · · Bt
] ×

In
Aq
A2q
...
Atq
 .
Posant ` = qi+ j, ce dernier produit est en effet e´gal a`
t∑
i=0
BiA
qi =
t∑
i=0
q−1∑
j=0
cn−1−qi−j Aqi+j =
(t+1) q−1∑
`=0
cn−1−`A` .
Comme (t+ 1) q − 1 > n (d’apre`s la de´finition meˆme de t et de q ) et
que cn−1−` = 0 pour ` ≥ n, la matrice ainsi obtenue est exactement
l’oppose´e de l’adjointe de A : AdjA = −∑nl=1 cn−`A`−1.
Les calculs de ces quatre produits de matrices rectangulaires auxquels
Galil & Pan re´duisent l’algorithme de Preparata & Sarwate, et qui sont
des multiplications d’ordres respectifs donne´s par le tableau suivant ou`
p = d√n e , s = ⌈√p ⌉ , q = d 3√n e , t = b(n+ 1) / qc,
Multiplication 1er facteur 2e`me facteur
1e`re multiplication n (s− 1)× n n× ns
2e`me multiplication p× n2 n2 × p
3e`me multiplication (t+ 1)× q q × n2
4e`me multiplication n× n (t+ 1) n (t+ 1)× n
s’effectuent en O(log2 n) e´tapes paralle`les.
On fait d’autre part appel aux re´sultats concernant les notions d’al-
gorithme biline´aire et de rang tensoriel (voir la section 7.3), pour ame´-
liorer la complexite´ the´orique de l’algorithme de Preparata & Sarwate
ainsi remanie´, en faisant passer l’exposant de n dans cette complexite´
(en taille et en nombre de processeurs) de 2, 876 a` 2, 851 (si on prend le
α ≈ 2, 376 de Winograd & Coppersmith [19]).
Rappelons (voir la section 7.3.1) que le rang tensoriel de l’application
biline´aire
f : Am×n ×An×p −→ Am×p
associe´e a` la multiplication des matrices m× n par des matrices n× p
a` coefficients dans A (on note 〈m,n, p〉A cette application biline´ai-
re) est de´fini comme le rang de l’algorithme biline´aire ou du tenseur
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de´finissant 〈m,n, p〉A, c’est-a`-dire le nombre minimum de multiplica-
tions essentielles ne´cessaires au calcul biline´aire correspondant. Ce rang
est note´ R 〈m,n, p〉 (nous omettons A en indice dans la mesure ou` tous
les re´sultats cite´s s’appliquent a` n’importe quel anneau).
Outre les proprie´te´s e´tablies dans la section 7.3, il y a un re´sultat duˆ a`
Coppersmith [18] pour le cas des matrices rectangulaires qui nous occupe
ici. Il est utilise´ par Galil & Pan pour e´tablir qu’il existe une constante
positive β estime´e dans un premier temps a` β = (2 log 2) / (5 log 5) ≈
0, 172 puis a` β ≈ 0, 197 qui ve´rifie la proprie´te´
R 〈m,mβ,m〉 = O(m2+) pour tout  > 0 .
Les modifications des e´tapes les plus couˆteuses aboutissent a` des
multiplications de matrices rectangulaires de rangs respectifs :
Multiplication Rang tensoriel
1e`re multiplication R 〈n5/4, n, n5/4〉
2e`me multiplication R 〈n1/2, n2, n1/2〉
3e`me multiplication R 〈t+ 1, q, n2〉
4e`me multiplication R 〈n, n (t+ 1), n〉
ou` q  n1/3 et t  n2/3 ve´rifient aussi qt ≤ n+ 1 < q (t+ 1).
On a alors :
The´ore`me 9.3 (Galil & Pan)
Le calcul du polynoˆme caracte´ristique, de l’adjointe et l’inverse d’une
matrice carre´e d’ordre n est en SD(nα+ 12−δ, log2n) ou` δ est un re´el
strictement positif de´pendant de α.
En particulier, pour α ≈ 2, 376 la taille du circuit arithme´tique est un
O(n2,851).
Il suffit en effet, pour e´tablir ce re´sultat, d’e´valuer les quatre rangs
tensoriels indique´s dans le tableau ci-dessus en utilisant la constante β
de la multiplication des matrices rectangulaires (β < 1 ). Pour cela, on
pose m = n1 / (4−4β) et r = n1 / (4−4β), ce qui donne les estimations
R 〈m,mβ,m〉 = O(n(2+) / (4−4β))
et
R 〈r, r, r〉 = O(nα(4−5β) / (4−4β))
qui, multiplie´es entre elles, donnent
R 〈n5/4, n, n5/4〉 = O(nρ) ou` ρ = α+ 1
2
+δ1 et δ1 =
− β(α− 2)
4− 4β ·
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Comme α > 2 et β < 1, on peut prendre 0 <  < β(α− 2) et δ1 > 0,
ce qui e´tablit le re´sultat pour la premie`re multiplication.
Pour les trois autres multiplications, on remarque que :
• d’une manie`re ge´ne´rale R 〈m,m4,m〉 = O(mα+3) (multiplication par
blocs m ×m ) et que, par conse´quent, R 〈n1/2, n2, n1/2〉 = O(nα+32 ) =
O(nα+ 12+δ2) avec δ2 = α−22 > 0.
• R 〈t + 1, q, n2〉 = O(n(α−3) η+3) = O(nα+ 12+δ3) si l’on prend t = nη,
q = n1−η, et δ3 = (1− η)(3− α) + 12 avec 0 < η < 1.
• R 〈n, n (t+ 1), n〉 = O(nα+η) = O(nα+ 12+δ4) avec δ4 = 12 − η pour le
meˆme η.
Prenant 0 < η < 12 et (1 − η)(α − 3) < 12 , ce qui correspond au
cas concret η = 13 , cela donne bien inf (δ1, δ2, δ3, δ4) > 0 et e´tablit
le re´sultat o(nα+1/2−δ) pour n’importe δ > 0 strictement infe´rieur a`
inf (δ1, δ2, δ3, δ4). Le re´sultat nume´rique en de´coule pour α < 2, 376.
En fin de compte l’exposant de n dans la complexite´ asymptotique
pour le calcul du polynoˆme caracte´ristique et de l’adjointe par la me´-
thode de Preparata & Sarwate est de 2, 876 au lieu de 2, 851 de Galil &
Pan pour α = 2, 376.
Conclusion
Les algorithmes de Csanky, de Preparata & Sarwate, de Galil & Pan
ne sont en fait que des variantes paralle´lise´es de la me´thode de Le Ver-
rier (1840) mais elles ont le me´rite d’avoir inge´nieusement re´duit, et
de manie`re spectaculaire, la complexite´ des circuits arithme´tiques per-
mettant de re´soudre ces proble`mes dans le cas d’un anneau commutatif
autorisant les divisions exactes par les entiers. Les estimations de ces
algorithmes paralle`les dans le cas de tels anneaux restent les meilleures
connues a` l’heure actuelle.
10. Calcul du polynoˆme
caracte´ristique sur un
anneau commutatif
arbitraire
Introduction
Dans ce chapitre, nous pre´sentons des algorithmes bien paralle´lise´s
de calcul du polynoˆme caracte´ristique sur un anneau commutatif arbi-
traire.
Le premier re´sultat de cette sorte, expose´ dans la section 10.1, a e´te´
obtenu en 1982. L’estimation de son temps se´quentiel est pessimiste,
mais il reste d’un grand inte´reˆt the´orique
Dans les sections suivantes nous expliquons les algorithmes de Chis-
tov et de Berkowitz (ame´liore´) qui sont dans SD(nα+1 log n, log2 n).
On notera que le re´sultat est cependant moins bon en temps se´-
quentiel que pour l’algorithme de Preparata & Sarwate (qui re´clame la
division par un entier arbitraire) ou celui de Kaltofen (qui n’est pas bien
paralle´lise´).
10.1 Me´thode ge´ne´rale de paralle´lisation
Tout programme d’e´valuation (donc tout circuit arithme´tique) sans
division a` n inde´termine´es (xi)i=1..n sur un anneau A calcule un po-
lynoˆme de A [x1, . . . , xn]. Valiant, Skyum, Berkowitz et Rackoff [95]
de´montrent le re´sultat important suivant. La preuve, de´licate, est bien
explique´e dans [Bur].
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The´ore`me 10.1 Soit Γ un circuit arithme´tique sans division, de taille
`, qui calcule un polynoˆme f de degre´ d en n variables sur un an-
neau A. Alors il existe un circuit arithme´tique homoge`ne Γ′ de taille
O(`3d6) et de profondeur O(log(` d) log d) qui calcule (les composantes
homoge`nes de) f ( 1). En outre la construction de Γ′ a` partir de Γ est
LOGSPACE.
En particulier :
Corollaire 10.1.1 Toute famille (Q`) de polynoˆmes de degre´s d =
O(`k) qui peut eˆtre calcule´e au moyen d’une famille uniforme de cir-
cuits arithme´tiques peut aussi eˆtre calcule´e dans la classe NC2.
En appliquant le the´ore`me 10.1 a` l’algorithme du pivot de Gauss
auquel on fait subir la proce´dure d’e´limination des divisions a` la Strassen,
et vu que le de´terminant qu’il calcule est un polynoˆme de degre´ n, on
obtient le re´sultat suivant duˆ a` Borodin, Hopcroft et Von zur Gathen [9] :
Proposition 10.1.2 Le de´terminant d’une matrice n × n est calcule´
par un programme d’e´valuation de taille O (n18 log3 n log3 log n) et de
profondeur O(log2 n).
Dans la construction correspondant au the´ore`me 10.1 est utilise´e la
multiplication rapide des polynoˆmes. Avec la multiplication usuelle des
polynoˆmes, la proposition 10.1.2 donne O (n21) ope´rations arithme´ti-
ques dans l’anneau de base.
10.2 Algorithme de Berkowitz ame´liore´
Introduction
Utilisant la me´thode de partitionnement [Gas, FF], attribue´e a` Sa-
muelson ([79]), Berkowitz [6] a pu exhiber un circuit arithme´tique pa-
ralle`le de taille O(nα+1+) et de profondeur O(log2 n), ou`  est un re´el
positif quelconque.
1. On trouve dans [Bur] la majoration O(log(` d) log d + logn) pour la profon-
deur. Le terme log(n) supple´mentaire est ne´cessaire lorsque d = 1 si on a log 1 = 0.
Mais la convention de notation 1.6.1 que nous avons choisie pour log d, conforme a`
la longueur du code binaire de d, nous donne log 1 = 1.
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Il a ainsi ame´liore´ de manie`re de´cisive la complexite´ asymptotique
du calcul des de´terminants, polynoˆmes caracte´ristiques, et adjointes de
matrices a` coefficients dans un anneau commutatif quelconque A.
Nous allons donner une version le´ge`rement ame´liore´e de l’algorithme
de Berkowitz, due a` Eberly [29], qui rame`ne sa taille a` O(nα+1 log n)
sans en changer la profondeur. Pour cela nous donnons une version plus
simple de la re´currence utilise´e pour le calcul des coefficients du polynoˆ-
me caracte´ristique. Nous donnons e´galement une estimation pre´cise de
la constante qui intervient dans le (( grand O )) de la complexite´ se´quen-
tielle (cf. [1]).
Soit A = (aij) ∈ An×n une matrice carre´e d’ordre n ≥ 2 sur un an-
neau commutatif arbitraire A. Conforme´ment aux notations introduites
dans la section 1.1, pour tout entier r (1 ≤ r ≤ n), on de´signe par Ar la
sous-matrice principale dominante d’ordre r de A. On notera ici Rr la
matrice Ar+1,1..r ∈ A1×r et Sr la matrice A1..r,r+1 ∈ Ar×1. Rappelons
la formule de Samuelson (2.14) vue a` la section 2.6.
Pr+1 =
{
(ar+1,r+1 −X)Pr(X) +∑r+1
k=2
[
(RrA
k−2
r Sr) p0 + · · ·+ (RrSr) pk−2
]
Xr+1−k
ou` Pr(X) =
∑r
i=0 pr−iX
i. Notons Qr+1 le polynoˆme
−Xr+1 + ar+1,r+1Xr +RrSrXr−1 +RrArSrXr−2 + · · ·+RrAr−1r Sr .
On peut aussi e´crire la formule de Samuelson sous la forme (2.15) :
−−→
Pr+1 = Toep(Qr+1)×−→Pr
ou`
−→
Pr est le vecteur colonne
t(p0, p1, . . . , pr) des coefficients du polynoˆ-
me P et Toep(Qr+1) ∈ A(r+2)×(r+1) est la matrice de Toeplitz suivante
de´finie a` partir du polynoˆme Qr+1 :
Toep(Qr+1) =

−1 0 · · · · · · 0
ar+1,r+1 −1 . . .
...
RrSr
. . .
. . .
. . .
...
...
. . .
. . .
. . . 0
RrA
r−2
r Sr
. . .
. . . −1
RrA
r−1
r Sr RrA
r−2
r Sr . . . RrSr ar+1,r+1

Le calcul du polynoˆme caracte´ristique consiste donc :
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– a` calculer d’abord les coefficients de la matrice Toep(Qr+1) – qui
interviennent dans l’e´galite´ (2.15) – ou, ce qui revient au meˆme,
la famille T = {RM iS}r−1i=0 lorsque R, M, S sont respectivement
des matrices 1 × r, r × r, et r × 1, et lorsque r est un entier tel
que 2 ≤ r < n (M = Ar, R = Rr, S = Sr) ;
– a` calculer ensuite le polynoˆme Pn dont le vecteur des coefficients,
compte tenu de (2.15), est donne´ par :
−→
Pn = Toep(Qn)× Toep(Qn−1)× · · · × Toep(Q1) (10.1)
Dans son papier original [6], Berkowitz de´montre que les familles
U = {RM i}n1/2i=0 et V = {M j n
1/2
S}n1/2j=0
peuvent eˆtre calcule´es par un circuit arithme´tique paralle`le en SD(nα+,
log2 n) pour en de´duire que le calcul du polynoˆme caracte´ristique se fait
en SD(nα+1+, log2 n) .
La version paralle`le ame´liore´e et sa complexite´
Nous utilisons comme d’habitude la notation 7.2.1 page 195.
Proposition 10.2.1 On conside`re un entier r ≥ 2 et des matrices
R ∈ A1×r, M ∈ Ar×r, S ∈ Ar×1.
La famille T = {RM iS}r−1i=0
peut eˆtre calcule´e par un circuit arithme´tique dont la taille et la profon-
deur sont majore´es respectivement par
Cα r
α log r +O(rα) et Kα log2 r +O(log r) .
Preuve.
Soit r ≥ 2. On utilisera, pour l’analyse de complexite´ des algorithmes,
les entiers ν = dlog4 re =
⌈
1
2 log r
⌉
et η = dlog re qui ve´rifient les
ine´galite´s : 22ν−2 < r ≤ 22ν et 2η−1 < r ≤ 2η (on a aussi 1 ≤ ν ≤
2ν − 1 ≤ η ≤ 2ν).
Toute matrice carre´e A d’ordre r sera plonge´e, selon le cas, soit dans
une matrice
[
A 0
0 0
]
carre´e d’ordre 2η soit dans une matrice
[
A 0
0 0
]
carre´e d’ordre 22ν (chacun des 0 de´signant ici une matrice nulle de
dimensions convenables).
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Il faut cependant remarquer que, dans les deux cas, l’e´le´vation au carre´
de la matrice
[
A 0
0 0
]
se fait a` l’aide d’un circuit arithme´tique de taille
Cαr
α et de profondeur Kα log r puisque
[
A 0
0 0
]2
=
[
A2 0
0 0
]
.
De meˆme, le produit d’une matrice 2k × 22ν (k = 1, . . . , ν) par une
matrice du type
[
A 0
0 0
]
∈ A22ν×22ν avec A ∈ Ar×r peut eˆtre obtenu
par le calcul du produit d’une matrice 2k × 2η par une matrice du
type
[
A 0
0 0
]
∈ A2η×2η a` cause du fait que, dans ces deux produits,
les r premie`res colonnes sont les meˆmes alors que les colonnes restantes
sont nulles. Ce qui fait que le produit en question peut eˆtre obtenu par
22(η−k) multiplications en paralle`le de blocs 2k×2k et de 2η−k (2η−k−1)
additions en paralle`le des blocs produits obtenus, c’est-a`-dire par un cir-
cuit arithme´tique de taille 2η−k [2η−kCα2kα + (2η−k − 1)22k] ( 2) et de
profondeur (Kα + 1) k .
Conside´rons a` pre´sent, pour k = 1, . . . , ν , la matrice Uk dont les
lignes sont les e´le´ments de la famille {RM i}2k−1i=0 conside´re´e comme une
matrice 2k × 2η et la matrice Vk dont les colonnes sont les e´le´ments
de la famille {M j2νS}2k−1j=0 conside´re´e comme une matrice 2η × 2k. La
famille T s’obtient alors en calculant la matrice Uν ∈ A2ν×2η puis
la matrice Vν ∈ A2η×2ν et enfin le produit matriciel Wν = Uν Vν .
La famille T = {RM iS}r−1i=0 est entie`rement de´termine´e par la donne´e
de la matrice Wν = (wij) = Uν Vν ∈ A2ν×2ν puisque : RMkS = wij
( 0 ≤ k ≤ 22ν−1 ) si et seulement si k = (i − 1) + (j − 1)2ν i.e. si et
seulement si j =
⌊
k
2ν
⌋
+ 1 et i = k + 1− ⌊ k2ν ⌋ 2ν .
Le calcul de T se fait donc en deux phases : une premie`re phase
de calcul des matrices Uν et Vν et une deuxie`me phase de calcul du
produit Wν = Uν Vν .
• Couˆt de la phase 1 :
Le calcul de Uν et de Vν se fait de proche en proche a` partir de
U0 =
[
R 0
] ∈ A1×2η , V0 = [ S0
]
∈ A2η×1 et des puissances de
M obtenues par e´le´vations successives au carre´, c’est-a`-dire les matrices
M2
s
( 1 ≤ s ≤ 2ν − 1 ).
2. Le premier terme du crochet provient des multiplications de blocs 2k × 2k , et
le second terme indique le nombre d’additions dues aux additions des blocs.
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On a en effet, pour k = 1, . . . , ν :
{RM i}2k−1i=0 = {RM i}2
k−1−1
i=0 ∪ {RM i+2
k−1}2k−1−1i=0 et
{M j2νS}2k−1j=0 = {M j2
ν
S}2k−1−1j=0 ∪ {M2
ν(j+2k−1)S}2k−1−1j=0
Ce qui donne, de manie`re plus pre´cise, les relations matricielles suivantes
(si on pose N = M2
ν
) :
Uk =
[
Uk−1
U˜k−1
]
∈ A2k×2η et Vk =
[
Vk−1 V˜k−1
]
∈ A2η×2k
avec U˜k−1 = Uk−1 ×M2k−1 et V˜k−1 = N2k−1 × Vk−1 .
D’ou` l’algorithme suivant pour le calcul de Uν et Vν (comportant
2ν e´tapes successives) a` partir des donne´es initiales U0 , V0 (c’est-a`-dire
R , S) :
1. L’e´tape k (1 ≤ k ≤ ν) consiste a` calculer Uk et M2k ; pour cela
deux ope´rations seront exe´cute´es en paralle`le sur M2
k−1
qui est
une matrice 2η×2η (de´ja` calcule´e a` l’e´tape k−1 ) : l’e´lever au carre´
et la multiplier a` gauche par Uk−1 qui est une matrice 2k−1× 2η.
A la fin de ces ν e´tapes, on obtient la matrice Uν et la matrice
N = M2
ν
(figure 10.1).
Etape  ν
Etape 1
Etape 0
Etape  (ν − 1)
Etape 2
RM 2
ν 
−1
RM 2
ν −1
− 1
. . . .
.
.
.
M 2
ν 
= N
RM 2
RM
RM 4
RM 3
. . .
.
M
M 2
M 2
2
R
.
.
.
M 2
ν −1
.
.
.
Figure 10.1 – Calcul de Uν
les liens en trait pointille´ indiquent les multiplications
a` effectuer au cours d’une e´tape pour passer a` l’e´tape suivante
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2. L’e´tape ν + k (1 ≤ k ≤ ν) consiste a` calculer Vk et N2k : la`
encore, il s’agit d’e´lever au carre´ une matrice 2η × 2η et de la
multiplier a` droite par Vk−1 qui est une matrice 2η × 2k−1.
A l’issue de ces ν nouvelles e´tapes, on obtient Vν et la matrice
N2
ν
(figure 10.2).
N2
ν 
−1
 S
N2
ν −1
− 1 S
. . . .
.
.
.
N2
ν Etape 2ν
N2S
NS
N2
2
S
N3S
. . .
.
N
N2
1
N2
2
S
Etape 2ν −1
.
.
.
données
N2
ν −1
.
.
.
Etape ν+2
Etape ν+1
Figure 10.2 – Calcul de Vν
les liens en trait pointille´ indiquent les multiplications
a` effectuer au cours d’une e´tape pour passer a` l’e´tape suivante
Si l’on utilise les multiplications par blocs 2k−1×2k−1 (ils sont ici au
nombre de 2η−k+1 blocs ), l’e´tape k (resp. ν + k) ci-dessus est re´alise´e
par un circuit de taille :
Cαr
α + 2η−k+1 × [ 2η−k+1Cα2(k−1)α + (2η−k+1 − 1)22(k−1) ].
et de profondeur e´gale a` max {Kα η, (k − 1) (Kα − 1) + η} = Kα η
(puisque Kα est suppose´ ≥ 1).
Tenant compte du fait qu’il y a 2ν e´tapes et que η ≤ 2ν < log r+2 ,
l’algorithme calculant Uν et Vν est donc re´alise´ par un circuit de pro-
fondeur 2νKα η ≤ Kα (log r + 1)(log r + 2) et de taille majore´e par :
Cα r
α(log r + 2) + 2η+1
∑ν
k=1(Cα 2
(α−2)(k−1) + 1) et donc par :
(Cα r
α + 2 r)(log r + 2) + 4 Cα r
∑ν
k=1 2
(α−2)(k−1) qui est e´gal a` :
(Cα r
α + 2 r)(log r + 2) + 4 Cα
2(α−2)ν − 1
2(α−2) − 1 r .
Cette taille est donc majore´e par :
(Cα r
α+2 r)(log r+2)+
8 Cα
2(α−2) − 1 r
α
2 = Cα r
α log r+2 Cα r
α+O (r α2 ) .
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qui est clairement O(rα log r) .
• Couˆt de la phase 2 :
Cette phase consiste a` calculer le produit Uν×Vν qui peut s’effectuer
par des multiplications de blocs 2ν × 2ν , en paralle`le et en 2 grandes
e´tapes.
– La premie`re e´tape consiste a` calculer en paralle`le 2η−ν produits de
blocs 2ν × 2ν , avec 2η−ν Cα 2να ope´rations arithme´tiques dans l’anneau
de base, ce qui donne une profondeur totale de Kα ν ;
– Il s’agit dans la deuxie`me e´tape de calculer en paralle`le la somme
des 2η−ν produits obtenus pre´ce´demment, faisant intervenir (2η−ν − 1) 22ν
additions dans l’anneau de base, a` l’aide d’une famille de circuits binaires
e´quilibre´s de profondeur η − ν .
Le nombre total d’ope´rations arithme´tiques, dans l’anneau de base,
qui interviennent dans ces deux grandes e´tapes du calcul de T, corres-
pondant a` une profondeur totale de (Kα − 1) ν + η, est donc majore´
par :
2η−ν Cα 2αν + 2η+ν ≤ Cα 2(α+1)ν + 23ν ≤ Cα 2α+1 r
α+1
2 + 8 r
3
2 .
puisque η ≤ 2ν , α ≤ 3 et Cα ≥ 1 . Ce qui fait aussi O(r α+12 ) avec
une constante asymptotique e´gale a` 2α+1Cα . Ainsi, le calcul de T a`
partir de Uν et Vν se fait par un circuit paralle`le de taille O(r α+12 ) et
de profondeur
(Kα − 1) ν + η ≤ 1
2
(Kα + 1) log r + Kα ≤ Kα (1 + log r)
puisque Kα ≥ 1, ν ≤ 12 (2 + log r) et r ≥ 2.
Nous re´sumons dans le tableau ci-dessous l’analyse de complexite´ qui
vient d’eˆtre faite et qui e´tablit le re´sultat annonce´.
Etapes Profondeur Taille
1e`re phase Kα (log r + 1)(log r + 2) Cα r
α log r +O (rα)
2e`me phase Kα (log r + 1) O(r α+12 )
Total Kα (log r + 1)(log r + 3) Cα r
α log r +O (rα)
La diffe´rence essentielle avec l’algorithme de Berkowitz [6] re´side dans
la simplification de la re´currence permettant de calculer de proche en
proche les matrices Uν et Vν : a` chaque pas, la multiplication par une
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seule matrice (au lieu de dne matrices), avec recours a` la multiplica-
tion par blocs, a permis de re´duire le nombre d’ope´rations arithme´tiques
dans l’anneau de base, en e´liminant le facteur n .
La de´monstration de la proposition 10.2.1 a permis de donner une
estimation pre´cise de la constante asymptotique : cette constante est en
effet e´gale a` Cα ; elle est la meˆme que la constante asymptotique de la
multiplication des matrices.
The´ore`me 10.2 Les coefficients du polynoˆme caracte´ristique d’une ma-
trice carre´e d’ordre n peuvent eˆtre calcule´s par un circuit arithme´-
tique dont la taille et la profondeur sont respectivement majore´es par
1
α+1Cα n
α+1 log n+O(nα+1) et par 2 Kα log2 n+O(log n) .
Preuve. Le polynoˆme caracte´ristique de la matrice A = (aij) n’est
autre que le polynoˆme Pn donne´ par la formule (10.1) :
−→
Pn = Toep(Qn)× Toep(Qn−1)× · · · × Toep(Q1).
Le calcul des coefficients (de la forme RM iS ) du polynoˆme Qk+1 (pour
1 ≤ k ≤ n− 1 ) se fait, d’apre`s la proposition 10.2.1, en O(kα log k) .
De manie`re plus pre´cise, le calcul de la totalite´ des matrices Toep(Qk+1)
se fait donc avec une profondeur majore´e par Kα (log n+ 1)(log n+ 3)
et une taille majore´e par :
Cα
n−1∑
k=1
[kα log k + 2kα +O(k α2 )] ;
c’est-a`-dire par :
Cα
α+ 1
nα+1 log n+
2Cα
α+ 1
nα+1 +O(nα2 +1)
a` cause du fait :
n−1∑
k=1
kα log k < (
n−1∑
k=1
kα) log n et
n−1∑
k=1
kα < nα+1
∫ 1
0
xαdx =
nα+1
α+ 1
·
D’autre part, le produit (10.1) peut eˆtre calcule´ a` l’aide d’un circuit
binaire e´quilibre´ avec O(nα+1) ope´rations arithme´tiques de base et une
profondeur majore´e par Kα log
2 n.
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Cela donne en fin de compte, dans l’anneau de base, un nombre total
d’ope´rations arithme´tiques majore´ par
Cα
α+ 1
nα+1 log n+
2 Cα
α+ 1
nα+1 +O(nα2 +1) = Cα
α+ 1
nα+1 log n+O(nα+1),
avec un circuit arithme´tique de profondeur majore´e par
2 Kα (log n+ 1)
2 + Kα = 2 Kα log
2 n+O(log n).
Proposition 10.2.2 Les coefficients des polynoˆmes caracte´ristiques de
toutes les sous-matrices principales dominantes d’une matrice carre´e
d’ordre n peuvent eˆtre calcule´s en SD(nα+1 log n, log2 n) (avec les meˆ-
mes estimations que celles du the´ore`me 10.2 pour les constantes asymp-
totiques).
Preuve. En effet, on a A = An, et les coefficients du polynoˆme carac-
te´ristique Pr de la sous-matrice principale dominante Ar de A ( 1 ≤
r ≤ n ) sont donne´s par les vecteurs :
−→
Pr = Toep(Qr)× Toep(Qr−1)× · · · × Toep(Q1)
Ces vecteurs ne sont autres que les troncatures successives (pour r allant
de 2 a` n ) du second membre de (10.1) : ils peuvent donc eˆtre calcule´s par
un algorithme paralle`le des pre´fixes. Le circuit que nous avons repre´sente´
(figure 10.3) correspond a` l’une des solutions du (( Calcul paralle`le des
pre´fixes )) [64], que nous avons pre´sente´es dans la section 5.3. Il s’agit
d’un circuit paralle`le de profondeur dlog ne+ 1 et de taille majore´e par
3n. Comme il s’agit de multiplications matricielles, chaque nœud interne
du circuit (repre´sente´ par une croix dans la figure) correspond a` un cir-
cuit de multiplication de matrices de profondeur Kα log n avec O(nα)
ope´rations arithme´tiques dans l’anneau de base.
Le calcul des Pr ( 2 ≤ r ≤ n ) a` partir des matrices Toep(Qk) se
fait donc par un circuit de taille O(nα+1) et de profondeur majore´e par
Kα (log n+ 1) (log n+ 2). On conclut de la meˆme fac¸on que le the´ore`me
10.2 pour le produit des matrices de Toeplitz. uunionsq
Corollaire 10.2.3 Le de´terminant et l’adjointe d’une matrice carre´e
d’ordre n se calculent en SD(nα+1 log n, log2 n) (avec les meˆmes bornes
que celles du the´ore`me 10.2 pour les constantes asymptotiques).
Preuve. Le de´terminant de A n’est autre que PA(0). D’autre part, la
matrice adjointe de A est donne´e par la formule :
Adj(A) = −(p0An−1 + p1An−2 + · · ·+ pn−2A+ pn−1In)
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Figure 10.3 – Calcul des Pr pour 1 ≤ r ≤ n (ici n = 24 )
ou` PA(X) =
∑n
i=1 pn−iX
i.
Preparata & Sarwate (voir section 9.2) donnent un algorithme re´cursif
(Powers (A,n)) pour calculer les n premie`res puissances de A avec un
circuit arithme´tique paralle`le de profondeur Kα log n (log n + 1) et de
taille majore´e par (2n− 3) Cα nα.( 3)
Le re´sultat est alors obtenu en remarquant que Adj (A) se calcule a`
partir des puissances de A en 1+dlog ne e´tapes avec O(n3) ope´rations
arithme´tiques de base. uunionsq
Remarque 10.2.4 La me´thode de Baur & Strassen [5] pour le calcul
des de´rive´es partielles (cf. section 3.3) montre que le calcul de l’adjointe
d’une matrice a toujours un couˆt voisin de celui de son de´terminant.
La construction originale ne se pre´occupe pas de la profondeur, mais le
re´sultat a e´te´ ame´liore´ par Kaltofen et Singer [52] : tout circuit arithme´-
tique de taille τ et de profondeur pi calculant une fonction polynomiale
(sur un anneau) ou une fonction rationnelle (sur un corps) donne un cir-
cuit de taille 4τ et de profondeur O(pi) qui calcule la fonction et toutes
3. Le (( parallel prefix algorithm )) (section 5.3) donne le meˆme re´sultat pour la
profondeur mais une taille majore´e par 3nCα n
α.
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ses de´rive´es partielles, et ceci inde´pendamment du nombre de variables
d’entre´es du circuit.
Remarque 10.2.5 Les the´ore`mes de complexite´ que nous venons d’e´-
tablir ne citent que deux parame`tres de complexite´ : la taille et la profon-
deur des circuits. Mais une analyse minutieuse des algorithmes e´tudie´s
nous permet e´galement d’avoir le nombre de processeurs utilise´s par
ces algorithmes dans le mode`le PRAM, c’est-a`-dire la largeur du cir-
cuit arithme´tique correspondant. Ce troisie`me parame`tre peut eˆtre ex-
prime´ en fonction de la largeur d’un circuit arithme´tique (de profondeur
Kα log n et de taille Cα n
α) qui calcule le produit de deux matrices car-
re´es d’ordre n. Il est facile de ve´rifier que le re´sultat trouve´ est le meˆme
que celui obtenu par application directe du principe de Brent a` cet al-
gorithme paralle`le, c’est-a`-dire un nombre de processeurs de l’ordre de
O(nα+1/ log n).
Remarque 10.2.6 Concernant les questions d’uniformite´ et de couˆt
de construction des circuits, ainsi que la taille des coefficients interme´-
diaires, le travail de Matera & Turull Torres [69] donne, dans le cas de
l’anneau Z des entiers relatifs, une construction effective, avec une taille
bien controˆle´e des coefficients, des circuits de base qui interviennent dans
l’algorithme de Berkowitz.
Traduisant les ope´rations arithme´tiques de Z (addition et multiplica-
tion) par des circuits boole´ens de profondeur O(log b) ou` b est la taille
maximum de la repre´sentation binaire des coefficients de la matrice
donne´e A ∈ Zn×n, ils obtiennent :
– pour la multiplication de deux matrices n×n sur Z un circuit boole´en
de taille O(n3 b2) et de profondeur O(log (bn)) ;
– pour la taille des coefficients interme´diaires calcule´s, une majoration
de l’ordre de O(n(b+ log n)) ;
– pour l’algorithme de Berkowitz, une famille uniforme de circuits boo-
le´ens de profondeur O(log (n) log (bn)) et de taille O(n6 b2 log2 (n)) .
Cette construction, applique´e a` l’algorithme ame´liore´ que nous avons
pre´sente´, donne une famille uniforme de circuits boole´ens de meˆme pro-
fondeur, avec la meˆme majoration pour la taille des coefficients inter-
me´diaires, mais de taille re´duite a` O(n5 b2 log2 n).
Le facteur n ainsi e´conomise´ provient essentiellement des e´tapes corres-
pondant aux figures 10.1 page 276 et 10.2 page 277 de notre algorithme.
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10.3 Me´thode de Chistov
Introduction
On conside`re une matrice carre´e A ∈ An×n on pose B = In−XA ∈
A[X]n×n, Br est la sous-matrice principale dominante d’ordre r de B
et Q(X) = detB.
L’algorithme est base´ sur les formules suivantes (ce sont les e´quations
(2.16) et (2.18) e´tablies a` la section 2.7.1) valables dans l’anneau des de´-
veloppements limite´s a` l’ordre n, An = A[X]
/〈
Xn+1
〉
:
Q(X)−1 = [ det(In −XA) ]−1 =
n∏
r=1
(
B−1r
)
r,r
. (10.2)
et, en notant Er la r -e`me colonne de Ir :
(
B−1r
)
r,r
modXn+1 = 1 +
n∑
k=1
(
tEr (Ar)
k Er
)
Xk . (10.3)
Rappelons alors le principe ge´ne´ral de l’algorithme 2.12 donne´ en
section 2.7.1.
Algorithme de Chistov, principe ge´ne´ral
Entre´e : la matrice A ∈ An×n.
Sortie : le polynoˆme caracte´ristique P (X) de A.
De´but
E´tape 1 :
Calculer pour r, k ∈ {1, . . . , n} les produits tEr (Ar)k Er,
ce qui donne les polynoˆmes
(
B−1r
)
r,r
(formule (10.3)).
E´tape 2 :
Calculer le produit des n polynoˆmes pre´ce´dents modulo Xn+1,
ce qui donne Q(X)−1 modXn+1 (formule (10.2)).
E´tape 3 :
Inverser modulo Xn+1 le polynoˆme pre´ce´dent : on obtient Q(X).
E´tape 4 :
Prendre le polynoˆme re´ciproque a` l’ordre n du polynoˆme Q(X).
On obtient P (X) en multipliant par (−1)n.
Fin.
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La version paralle`le et sa complexite´
E´tudions pour chacune des e´tapes de cet algorithme, la taille et la
profondeur d’un circuit arithme´tique correspondant qui tire le meilleur
parti de la multiplication rapide des matrices et permet d’obtenir un
temps paralle`le en O(log2 n).
• Couˆt de l’e´tape 1 :
Chacun des e´le´ments tEr (Ar)
k Er qu’il s’agit de calculer est obtenu
en prenant la r - e`me composante du vecteur-colonne (Ar)
k Er. On doit
donc calculer simultane´ment, pour tous r compris entre 1 et n et pour
chaque r , les n produits (matrice× vecteur) (Ar)k Er (1 ≤ k ≤ n) .
Pour e´valuer la complexite´ de ce calcul, conside´rons l’entier ν ∈ N
tel que 2ν−1 < r ≤ 2ν , c’est-a`-dire ν = dlog re , et ramenons la matrice
Ar a` une matrice 2
ν×2ν en remplissant de ze´ros les range´es supple´men-
taires. Ainsi, toutes nos matrices (Ar)
k seront conside´re´es comme des
matrices 2ν × 2ν , et Er comme une matrice 2ν × 1 : cela ne change pas
les produits tEr (Ar)
k Er recherche´s. Conside´rons d’autre part l’entier
η ∈ N ve´rifiant 2η−1 ≤ n < 2η c’est-a`-dire η = blog nc+ 1 .
On proce`de alors en η sous-e´tapes successives (nume´rote´es de 0 a` η−1),
chacune utilisant le re´sultat de la pre´ce´dente.
A` l’e´tape j (0 ≤ j ≤ η−1), on e´le`ve au carre´ la matrice (Ar)2j puis
on la multiplie a` droite par la matrice
(Er|Ar Er| . . . |(Ar)2j−1Er) ∈ A2ν×2j
pour obtenir la matrice (Ar)
2j+1 et la matrice
(Er|Ar Er| . . . |(Ar)2j−1Er|(Ar)2jEr| . . . |(Ar)2j+1−1Er) ∈ A2ν×2j+1 .
A` la fin de ces η e´tapes (faisant j = η − 1 ), on obtient la matrice
(Er|Ar Er| . . . |(Ar)2η−1Er) ∈ A2ν×2η
dont les e´le´ments de la r - e`me ligne, plus pre´cise´ment les n premiers
(on a n < 2η ), ne sont autres que les e´le´ments tEr (Ar)
k Er recherche´s.
Pour chaque r (1 ≤ r ≤ n ≤ 2η − 1) , on a ainsi η sous-e´tapes,
chacune d’elles comportant l’e´le´vation au carre´ d’une matrice 2ν × 2ν
(en fait d’une matrice r× r ), et la multiplication d’une matrice 2ν × 2ν
par une matrice 2ν×2j . Utilisant pour cette dernie`re ope´ration les mul-
tiplications par blocs 2j × 2j (quitte a` plonger la matrice 2ν × 2ν dans
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une matrice 2η× 2η et la matrice 2ν × 2j dans une matrice 2η× 2j , on
obtient pour chacune des η sous-e´tapes conside´re´es un nombre d’ope´-
rations arithme´tiques majore´ par :
Cα r
α + 22η [Cα 2
(α−2)j + 1] ≤ Cα rα + 4n2 [Cα 2(α−2)j + 1].
Cela est duˆ au fait que η− 1 ≤ log n (et 2η ≤ 2n ) qui permet d’obtenir
les majorations suivantes :
η−1∑
j=0
Cα r
α ≤ Cα rα log n et
η−1∑
j=0
2(α−2)j ≤ 2n
α−2
2α−2 − 1 ·
D’ou` la majoration du nombre d’ope´rations arithme´tiques intervenant
(pour chaque valeur de r) dans le calcul des n produits tEr (Ar)
k Er
( 1 ≤ k ≤ n) :
Cα r
α log n+ 4n2 [ log n+
2 Cα n
α−2
2α−2 − 1 ] .
Comme r varie de 1 a` n , le calcul de l’e´tape 1 s’effectue a` l’aide d’un
circuit arithme´tique de taille O(nα+1 log n) et de profondeur O(log2 n).
Plus pre´cise´ment, la taille est majore´e par :
[ 4n3 +Cα
n∑
r=1
rα ] log n+
8 Cα
2α−2 − 1 n
α+1 ≤ Cα
α+ 1
nα+1 log n+O(nα+1) .
et la profondeur par :
Kα η log n+
η−1∑
j=0
(Kα j + η − j) ≤ 3 Kα + 1
2
log2 n+O(log n).
On peut remarquer qu’avec la multiplication usuelle des matrices
(α = 3 ), l’e´tape 1 correspond a` un circuit arithme´tique paralle`le de
profondeur O(log2 n) et de taille O(n4 log n) + O(n4) = O(n4 log n)
puisque
η−1∑
j=0
n22j = n2 (2η − 1) < 2n4.
• Couˆt de l’e´tape 2 :
On doit calculer le produit tronque´ a` l’ordre n des n polynoˆmes de
degre´ ≤ n calcule´s a` l’e´tape pre´ce´dente. Ce calcul se fait a` l’aide d’un
circuit binaire e´quilibre´ en SD(n3, log2 n).
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• Couˆt de l’e´tape 3 :
Il s’agit d’inverser modulo Xn+1 le polynoˆme Q˜ de degre´ ≤ n obtenu
a` l’e´tape pre´ce´dente. Ce polynoˆme est de la forme Q˜ = 1 −XR ou` R
est un polynoˆme de degre´ n en X. Inverser Q˜ modulo Xn+1 revient a`
calculer le produit
Q(X) = (1 +XR)(1 +X2R2) . . . (1 +X2
ν
R2
ν
) mod Xn+1 .
Cela s’effectue en SD(n2 log n, log n log log n) a` l’aide d’un circuit bi-
naire e´quilibre´.
On peut acce´le´rer le calcul des deux e´tapes pre´ce´dentes en utilisant
une multiplication rapide des polynoˆmes (mais cela n’ame´liore pas sen-
siblement le re´sultat final).
• Couˆt de l’e´tape 4 :
Cette e´tape, de profondeur 1, n’intervient pas dans la complexite´ de
l’algorithme.
Nous donnons ci-dessous un tableau re´sumant l’analyse qui vient
d’eˆtre faite pour la complexite´ de l’algorithme de Chistov, montrant
que ce dernier est SD(nα+1 log n, log2 n) si l’on utilise la multiplication
rapide des matrices (α < 3) avec une estimation pre´cise des constantes
asymptotiques pour la taille et pour la profondeur.
Etape Profondeur Taille
Etape 1 3Kα+12 log
2 n+O(log n) Cαα+1 nα+1 log n+O(nα+1)
Etape 2 log2 n+O(log n) O(n3)
Etape 3 O(log n log log n) O(n2 log n)
Etape 4 1 ne´gligeable
Tableau 10.3
Complexite´ de la version paralle`le de l’algorithme de Chistov
Si l’on utilise la multiplication usuelle (α = 3), cela donne un al-
gorithme en SD(n4 log n, log2 n) . Dans ce dernier cas, l’algorithme se´-
quentiel e´le´mentaire donne´ a` la section 2.7.2 est donc pre´fe´rable (sur une
machine se´quentielle).
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The´ore`me 10.3 L’algorithme de Chistov calcule les coefficients du
polynoˆme caracte´ristique d’une matrice carre´e d’ordre n par un circuit
arithme´tique de profondeur O(log2 n) et de taille O(nα+1 log n) avec des
constantes asymptotiques estime´es respectivement a` 32 (Kα + 1) pour la
profondeur et 1α+1 Cα pour la taille.
Enfin, comme dans le cas de l’algorithme de Berkowitz, on obtient
facilement le re´sultat comple´mentaire suivant.
Proposition 10.3.1 Les coefficients des polynoˆmes caracte´ristiques de
toutes les sous-matrices principales dominantes d’une matrice carre´e
d’ordre n peuvent eˆtre calcule´s en SD(nα+1 log n, log2 n) par un al-
gorithme directement de´rive´ de celui correspondant au the´ore`me 10.3.
Remarque 10.3.2 Remarquons que dans l’estimation de la taille des
circuits arithme´tiques construits a` partir des algorithmes de Chistov et
de Berkowitz ame´liore´, les termes en nα+1 log n sont les meˆmes pour
les deux algorithmes alors que les termes en nα+1 sont respectivement
estime´s a` 8 Cα
2α−2−1 n
α+1 pour Chistov et a` seulement 2 Cαα+1 n
α+1 pour
Berkowitz ame´liore´ (le rapport du premier coefficient au second e´tant
strictement supe´rieur a` 16).
10.4 Applications des algorithmes a` des anneaux
commutatifs
Application en e´valuation dynamique
Le calcul des de´terminants et des polynoˆmes caracte´ristiques de tou-
tes les sous–matrices principales d’une matrice donne´e trouve une appli-
cation inte´ressante en e´valuation dynamique.
Lorsqu’on travaille dans la cloˆture alge´brique dynamique [28] d’un
corps K, on se trouve dans la situation standard suivante : on a des
variables x1, . . . , xn qui repre´sentent des e´le´ments ξ1, . . . , ξn alge´bri-
ques sur K. On sait que ces e´le´ments ve´rifient un syste`me triangulaire
d’e´quations alge´briques.
De sorte que le corps K[ξ1, . . . , ξn] est un quotient d’une K – alge`bre
de dimension finie
AP1,...,Pn = K[x1, . . . , xn] /〈P1(x1), P2(x1, x2), Pn(x1, . . . , xn)〉 .
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Chaque Pi est unitaire en xi et cela donne la structure de l’alge`bre de
manie`re explicite.
Ne´anmoins, cette alge`bre peut contenir des diviseurs de ze´ro, ce qui
signifie que plusieurs situations diffe´rentes sont repre´sente´es par un seul
calcul dans AP1,...,Pn .
Lorsqu’on pose la question (( Q(x1, . . . , xn) = 0 ? )), le programme
doit calculer les coefficients sous-re´sultants de Pn et Q par rapport a`
la variable xn (une discussion (( cas par cas )) s’ensuit).
Une solution est de calculer ces coefficients dans l’alge`bre K[x1, . . . , xn−1]
en utilisant l’algorithme des sous-re´sultants [41, 67, 68] qui ne´cessite des
divisions exactes et se situe naturellement dans le cadre d’un anneau
inte`gre, puis de les re´duire modulo l’ide´al 〈P1, . . . , Pn−1〉.
De`s qu’on a trois xi le calcul s’ave`re tre`s lourd. Une e´tude de com-
plexite´ montre qu’on a un bien meilleur controˆle de la taille des objets
manipule´s si on fait tous les calculs dans l’alge`bre AP1,...,Pn−1 .
Malheureusement l’algorithme des sous-re´sultants ne peut plus s’ap-
pliquer. En effet, des divisions requises par l’algorithme peuvent s’ave´rer
impossibles, et meˆme si l’alge`bre est un corps, la division peut demander
un effort disproportionne´ par rapport aux multiplications.
Aussi semble-t-il que l’algorithme de Berkowitz (ou celui de Chistov),
applique´ a` la matrice de Sylvester des polynoˆmes Pn et Q offre la
meilleure solution (en l’e´tat de l’art actuel) pour calculer ces coefficients
sous-re´sultants.
Il faut noter a` cet e´gard que l’algorithme de Le Verrier-Fadeev-
Csanky etc. (en caracte´ristique nulle) ou celui propose´ par Kaltofen (cf.
section 8.5) en caracte´ristique arbitraire n’ont des performances supe´-
rieures a` l’algorithme de Berkowitz que pour le calcul d’un de´terminant
isole´, mais non pour le calcul de tous les mineurs principaux dominants
d’une matrice donne´e.
Signalons aussi que dans le cas ou` on utilise l’e´valuation dynamique
pour la cloˆture re´elle d’un corps ordonne´, certaines discussions (( cas par
cas )) font appel aux signes de tous les coefficients sous-re´sultants (cf.
[42]).
Une autre application de l’algorithme du calcul du polynoˆme carac-
te´ristique en e´valuation dynamique est la de´termination de la signature
d’une forme quadratique donne´e par une matrice syme´trique arbitraire
S. Dans ce cas, la seule connaissance des signes des mineurs principaux
dominants de la matrice S ne suffit pas toujours pour certifier le rang
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et la signature 4. On pourra consulter a` ce sujet le livre [Gan]. Mais il
n’est pas difficile de voir que la connaissance des signes des coefficients
du polynoˆme caracte´ristique de la matrice S permet de calculer et de
certifier le rang de S et la signature de la forme quadratique qui lui est
associe´e.
Cas des matrices creuses
Signalons pour terminer que l’algorithme de Berkowitz et celui de
Chistov sont particulie`rement bien adapte´s au cas des matrices creuses,
notamment en version se´quentielle e´le´mentaire ou` le nombre d’ope´ra-
tions passe de O(n4) a` O(n3) lorsque seulement O(n) coefficients de
la matrice sont non nuls.
Parmi les autres algorithmes e´tudie´s, celui de Kaltofen-Wiedemann
peut e´galement eˆtre adapte´ au cas des matrices creuses, avec une dimi-
nution similaire du nombre d’ope´rations arithme´tiques.
4. Cela suffit dans le cas d’une matrice fortement re´gulie`re.

11. Re´sultats
expe´rimentaux
11.1 Tableaux re´capitulatifs des complexite´s
Dans cette section, nous donnons les tableaux re´capitulatifs des com-
plexite´s arithme´tiques the´oriques pour les diffe´rents algorithmes e´tudie´s.
Y figure notamment le tableau des complexite´s alge´briques des algo-
rithmes en version se´quentielle e´le´mentaire (c’est-a`-dire n’utilisant que
la multiplication usuelle des matrices, des polynoˆmes et des entiers) que
nous avons expe´rimente´s.
Abbre´viations utilise´es
Le mot Cte signifie (( constante asymptotique )) (pour les estimations
de taille des circuits), et Val. signifie (( Domaine de validite´ )) :
– A.C.A. signifie (( anneau commutatif arbitraire )),
– A.I.A.D. signifie (( anneau inte`gre posse´dant un algorithme pour
les divisions exactes )),
– A.I.C. signifie (( anneau inte`gre et inte´gralement clos posse´dant un
algorithme pour les divisions exactes )),
– D. n! signifie (( la division par n! quand elle est possible, est unique
et explicite )).
– Prob. signifie (( algorithme de nature probabiliste )), il s’agit de
l’algorithme de Wiedemann, qui fonctionne sur les corps, avec des
variantes possibles dans le cas A.I.A.D.
Les sigles M.R.P. et M.U.P. de´signent respectivement la multiplica-
tion rapide et la multiplication usuelle des polynoˆmes.
Rappelons que nous notons µP (n) le nombre d’ope´rations arithme´-
tiques dans la multiplication de deux polynoˆmes de degre´ n en profon-
deur O(log n). En M.U.P. µP (n) = O(n2), avec la me´thode de Karat-
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suba µP (n) = O(nlog 3), et en M.R.P. µP (n) = O(n log n log logn) ou
O(n log n) selon les anneaux.
Les initiales G et JB de´signent les algorithmes de Gauss (sur un
corps) et de Jordan-Bareiss (sur un anneau inte`gre posse´dant un al-
gorithme pour les divisions exactes) pour le calcul des de´terminants.
Rappelons que l’algorithme de Jordan-Bareiss, qui consomme un peu
plus d’ope´rations arithme´tiques, pre´sente des avantages significatifs par
rapport a` l’algorithme du pivot de Gauss, dans le nombreux anneaux
commutatifs (comme par exemple les anneaux de polynoˆmes a` coeffi-
cients entiers).
A : Calcul des De´terminants
Me´thodes se´quentielles simples
Algorithme Taille Cte Val. Date
Gauss O(n3) 2/3 Corps < 1900
Jordan-Bareiss O(n3) 4/3 A.I.A.D. < 1900
Gauss avec e´limination
des divisions
O(n5) 1/3 A.C.A. 1973
Jordan-Bareiss modifie´ O(n5) 1/10 A.C.A. 1982
Me´thodes rapides en profondeur O(n)
Bunch&Hopcroft O(nα) γα(*) Corps 1974
(*) Voir the´ore`me 8.1 et proposition 8.2.1.
Dans le premier tableau ci-apre`s nous avons rajoute´ la colonne Cr.
pour le traitement des matrices creuses : si une matrice C ∈ An×n a
environ k · n coefficients non nuls, certains algorithmes sont acce´le´re´s
et leur temps d’exe´cution se´quentiel divise´ par n/k. Nous avons indique´
cette possibilite´ d’acce´le´ration par un (( oui )) dans la colonne Cr.
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B : Calcul du Polynoˆme Caracte´ristique
Versions se´quentielles simples
Algorithme Taille Cte Val. Cr.
Wiedemann O(n3) 2 Prob. oui
Hessenberg O(n3) 2 Corps
Frobenius O(n3) 10/3 A.I.C.
Preparata & Sar-
wate
O(n3,5) 2 D. n!
Berkowitz O(n4) 1/2 A.C.A. oui
Chistov O(n4) 2/3 A.C.A. oui
Faddeev-Souriau-
Frame (Le Verrier)
O(n4) 2 D. n! oui
Interpolation
(Lagrange)
O(n4) 2/3 (G)
4/3 (JB)
Corps
A.I.A.D.
Kaltofen-
Wiedemann
O(n4) 8 A.C.A. oui
Jordan-Bareiss mo-
difie´
O(n5) 1/10 A.C.A.
Gauss avec e´limina-
tion des divisions
O(n5) 1/3 A.C.A.
Taille avec multiplication rapide des polynoˆmes
Kaltofen-Wiedemann O(n3µP (d
√
n e) log n)
Jordan-Bareiss modifie´ O(n3µP (n))
Gauss avec e´limination des divisions O(n3µP (n))
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C : Calcul du Polynoˆme Caracte´ristique
Me´thodes se´quentielles rapides
Algorithme Taille Cte Val.
Keller-Gehrig O(nα log n) · · · Corps
Interpolation
(de Lagrange)
O(nα+1) γα Corps
Faddeev-Souriau-
Frame
O(nα+1) Cα D. n!
Kaltofen-
Wiedemann
O(nα+32 µP (d
√
n e)) · · · A.C.A.
D : Calcul du Polynoˆme Caracte´ristique
Me´thodes paralle`les en profondeur O(log2 n)
Algorithme Taille Cte K Val.
Csanky 1976 O(nα+1) 4 Cα Kα D. n!
Preparata &
Sarwate 1978
O(nα+ 12 ) 4 Cα 5 Kα D. n!
Galil & Pan
1989
O(nα+ 12−δ(α)) · · · · · · D. n!
B.H.G. (†)
1982
O(n18+) (*)
O(n21) (**) · · · · · · A.C.A.
Berkowitz
1984
O(nα+1+) · · · · · · A.C.A.
Chistov 1985 O(nα+1 log n) 1α+1 Cα 32 (Kα + 1) A.C.A.
Berkowitz
ame´liore´ 1985
O(nα+1 log n) 1α+1 Cα 3 Kα A.C.A.
(†) Borodin, Hopcroft & v. z. Gathen. (*) M.R.P. (**) M.U.P.
La colonne K donne la constante asymptotique du temps paralle`le en
O(log2 n). Le nombre δ(α) > 0 de´pend de α. Enfin  est positif arbitrai-
rement petit.
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11.2 Pre´sentation des tests
Les algorithmes conside´re´s dans les tableaux de comparaison que
nous pre´sentons ci-dessous ont e´te´ expe´rimente´s a` l’aide du logiciel de
Calcul Formel Maple et e´crits dans le langage de programmation qui
lui est rattache´ 1.
Les algorithmes sont ceux du tableau B, c’est-a`-dire les versions se´-
quentielles simples pour le calcul du polynoˆme caracte´ristique. Nous
avons indique´ e´galement dans la colonne (( linalpoly )) les performances
de l’algorithme donne´ par Maple dans la version V. Les versions plus
re´centes du logiciel utilisent de´sormais l’algorithme de Berkowitz.
Chacun des tests de comparaison entre les diffe´rents algorithmes a e´te´
effectue´ sur une meˆme machine, avec le meˆme e´chantillon de matrices.
Les matrices utilise´es font partie de l’un des groupes suivants, selon
le type de l’anneau de base choisi :
• Groupe 1 : les matrices randmatrix(n, n) qui sont des matrices
carre´es d’ordre n a` coefficients pris au hasard (entre -99 et +99) dans
l’anneau Z des entiers relatifs ;
• Groupe 2 : les matrices Mathard(n, x, y) dont les e´le´ments sont des
polynoˆmes en [x, y] de degre´ total ≤ 5. Les coefficients de ces polynoˆ-
mes de Z[x, y] sont aussi des entiers compris entre -99 et +99 ;
• Groupe 3 : les matrices Matmod(n, lisvar, Ideal, p) qui sont des
matrices carre´es d’ordre n dont les coefficients sont des e´le´ments choisis
au hasard dans l’anneau-quotient
Zp[lisvar] /〈Ideal〉
ou` p est un entier positif (on le prendra premier), lisvar une liste
donne´e de variables et Ideal une liste donne´e de polynoˆmes en lisvar
a` coefficients dans Z. L’anneau de base est donc ici, sauf exception, un
anneau dans lequel la division n’est pas permise.
• Groupe 4 : les matrices Jou(n, x), carre´es d’ordre n, a` coefficients
dans Z[x], dont les coefficients sont donne´s par :
[Jou] ij = x+ x
2(x− ij)2 + (x2 + j)(x+ i)2 pour 1 ≤ i, j ≤ n .
Quelle que soit la valeur de n, le rang de la matrice Jou(n, x) ne de´passe
pas 3 : c’est ce qui explique la supe´riorite´, dans ce cas, des algorithmes
1. Les programmes ont tourne´ avec la version Maple V Release 3.
296 11. Re´sultats expe´rimentaux
de Souriau-Faddeev et de Jordan-Bareiss (nettement plus performants
pour les matrices de rang petit).
• Groupe 5 : ce sont des matrices creuses a` coefficients entiers choisis
au hasard entre -99 et +99. Elles sont donne´es par la proce´dure Maple
randmatrix(n,n,sparse) .
Quant aux machines utilise´es, il s’agit essentiellement d’un DEC Alpha-
600 a` 175 Mhz et 320 Mo de me´moire centrale. 2
Les matrices intervenant dans les comparaisons sont ge´ne´re´es par des
codes maple : une proce´dure Matmod par exemple cre´e une matrice du
Groupe 3 a` partir de la donne´e de deux entiers positifs n (la taille de
la matrice) et p (on calcule modulo p), d’une liste de variables lisvar,
et d’une liste Ideal de polynoˆmes en lisvar comprenant autant de
polynoˆmes Pi que de variables xi, chacun des Pi e´tant un polynoˆ-
me en [x1, . . . , xi], unitaire en xi. Ceci afin d’illustrer le genre d’ap-
plication de l’algorithme de Berkowitz lorsqu’on se place dans l’alge`bre
Zp[lisvar] /〈Ideal〉 , et la situation indique´e dans la section 10.4.
La proce´dure Matmod utilise comme sous-proce´dure la proce´dure
polmod (donne´e dans l’annexe) qui prend en entre´e un nombre entier p,
un polynoˆme P de Z[lisvar], et donne en sortie un repre´sentant simple
de l’image canonique de P dans l’anneau-quotient Zp[lisvar] /〈Ideal〉 .
11.3 Tableaux de Comparaison
Nous donnons dans les trois pages qui suivent les tableaux corres-
pondant aux cinq groupes de matrices que nous avons pre´ce´demment
indique´s.
Il ne s’agit que de quelques exemples, mais ils sont significatifs.
La comparaison entre le comportement pratique des algorithmes
montre un bon accord avec les calculs the´oriques de complexite´, sur-
tout si on prend en compte la taille des objets interme´diaires cre´e´s par
les diffe´rents algorithmes. Sauf exception l’algorithme de Berkowitz est
le plus performant, suivi de pre`s par celui de Chistov.
Les performances a priori meilleures pour les algorithmes de Hessen-
berg, Frobenius et Wiedemann ne se re´ve`lent qu’avec des tests portant
sur des matrices a` coefficients dans des corps finis. En effet l’avantage en
nombre d’ope´rations arithme´tiques est contrebalance´ par la plus mau-
2. Graˆce notamment a` l’hospitalite´ du Laboratoire GAGE (Ecole Polytechnique).
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vaise taille des objets interme´diaires manipule´s, par exemple de`s que
l’anneau des coefficients contient Z. Il aurait fallu cre´er un autre groupe
de matrices pour mettre en e´vidence cet avantage.
Il serait e´galement inte´ressant d’e´largir l’expe´rimentation en imple´-
mentant la version se´quentielle simple de l’algorithme de Preparata &
Sarwate.
Dans le groupe 1 nous avons pris des matrices carre´es d’ordre n a`
coefficients dans Z pour 10 valeurs de n comprises entre 16 et 128.
Dans le groupe 2, ce sont des matrices carre´es d’ordre n a` coefficients
dans Z[x, y] pour n ∈ {10, 12, 20} et des matrices a` coefficients dans
Z[x] pour n ∈ {10, 15, 20, 25}.
Parmi les matrices du groupe 3, nous avons pris des matrices carre´es
d’ordre n ∈ {8, 10, 12, 16} a` coefficients dans Z7[x]
/〈
x3 − 1〉 (pour les-
quelles Faddeev ne s’applique pas) et des matrices a` coefficients dans
Z17[x, y] /〈H,L〉 (pour lesquelles Faddeev s’applique).
Ici 〈H,L〉 est l’ide´al engendre´ par les deux polynoˆmes H = x5−5xy+1
et L = y3 − 2y + 1.
Dans le groupe 4, ce sont des matrices carre´es d’ordre n ∈ {10, 15,
20, 25} a` coefficients dans Z[x], mais de rang petit ≤ 3.
Enfin les matrices du groupe 5 (des matrices creuses a` coefficients en-
tiers choisis au hasard entre -99 et +99) ont e´te´ prises parmi les matrices
randmatrix(n,n,sparse) telles que n ∈ {32, 50, 64, 128, 200}.
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12. Le de´terminant et les
expressions
arithme´tiques
Introduction
Ce chapitre et le suivant donnent quelques aperc¸us sur le travail de
Valiant (notamment [92, 93, 94]) dans lequel il de´crit un analogue alge´-
brique de la conjecture P 6= NP. Notre expose´ doit beaucoup au survey
de von zur Gathen [35] et au livre de Bu¨rgisser [Bur]. Une autre re´fe´rence
classique est le livre de Bu¨rgisser, Clausen et Shokrollahi [BCS].
Dans la section 12.1 nous discutons diffe´rents codages possibles pour
un polynoˆme sur un anneau. La section 12.2 est consacre´e pour l’essentiel
a` la me´thode de Brent pour la paralle´lisation des expressions arithme´ti-
ques. Dans la section 12.3 nous montrons pourquoi la plupart des poly-
noˆmes sont difficiles a` calculer. Enfin la section 12.4 expose le re´sultat
de Valiant sur le caracte`re universel du de´terminant.
12.1 Expressions, circuits et descriptions
Nous nous inte´ressons dans cette section a` diffe´rentes approches
concernant le codage d’un polynoˆme arbitraire sur un anneau commu-
tatif A (le codage des e´le´ments de A est suppose´ fixe´).
Une premie`re manie`re de coder un polynoˆme est de donner son degre´
total, les noms de ses variables et la liste de ses coefficients, dans un ordre
convenu. C’est ce que nous avons appele´ la repre´sentation dense des po-
lynoˆmes. Il est raisonnable de penser que pour l’immense majorite´ des
polynoˆmes il n’y a rien de mieux a` faire, et nous donnerons un re´sultat
dans cette direction (voir le the´ore`me 12.2).
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Certains polynoˆmes tre`s utilise´s ont relativement peu de coefficients
non nuls. On peut choisir pour leur codage une repre´sentation creuse,
dans laquelle on donne la liste des couples (coefficient non nul, monoˆme)
effectivement pre´sents dans le polynoˆme, chaque monoˆme e´tant code´
lui-meˆme par la liste des exposants de chaque variable, e´crits en bi-
naire. Par exemple le polynoˆme αX64Y + βXY 33Z4 sera code´ par
[[a, [1000000, 1, 0]], [b, [1, 100001, 100]]], ou` a et b de´signent des codes
pour α et β.
La taille boole´enne d’une repre´sentation creuse ou dense est la lon-
gueur du mot qui code le polynoˆme. La taille peut e´galement eˆtre appre´-
cie´e d’un point de vue purement alge´brique, auquel cas chaque constante
et chaque variable a conventionnellement la longueur 1. Le point faible
de la repre´sentation creuse est que le produit d’un petit nombre de poly-
noˆmes creux est un polynoˆme dense comme le montre l’exemple classique
suivant :
(1 +X)× (1 +X2)× (1 +X4)× · · · × (1 +X2n) =
2n+1−1∑
k=0
Xk (12.1)
Un autre codage naturel est l’utilisation des expressions arithme´-
tiques. Une expression arithme´tique est un mot bien forme´ qui utilise
comme ingre´dients de base les e´le´ments de A et les symboles de variables
d’une part, les symboles +, × d’autre part, et enfin les parenthe`ses
ouvrante et fermante. D’un point de vue un peu plus abstrait, une ex-
pression est vue comme un arbre e´tiquete´. Aux feuilles de l’arbre, il
y a des e´le´ments de A (les constantes) et des symboles de variables,
chaque nœud est e´tiquete´ par + ou ×. En outre deux branches partent
exactement de chaque nœud. La racine de l’arbre repre´sente l’expression
arithme´tique.
La taille d’une expression peut eˆtre appre´cie´e d’un point de vue
purement alge´brique, on prend alors le nombre de nœuds dans l’arbre,
sans compter les feuilles (la taille est alors e´gale au nombre de feuilles
moins 1). Si on adopte un point de vue proprement informatique, il
faut prendre en compte pour la taille boole´enne la longueur de l’e´criture
explicite de l’expression dans un langage pre´cis, ou` les constantes et les
variables ont des codes. Meˆme si on ne travaille qu’avec un nombre fini
de constantes, la taille boole´enne de l’expression ne peut eˆtre conside´re´e
comme simplement proportionnelle a` sa taille alge´brique, ceci parce que
l’ensemble des variables n’est pas borne´ a priori.
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⊗
⊕
⊗
⊕
⊗
⊕
⊗
⊕
⊗
⊕
a 5 X a 4 X a 3 X a 2 X a 1 X a 0
Figure 12.1 – L’arbre de l’expression de Horner
La repre´sentation dense peut naturellement eˆtre vue comme une re-
pre´sentation par expressions dans laquelle seules sont autorise´es des e´cri-
tures canoniques. Le nombre de coefficients d’un polynoˆme de degre´ d en
n variables est e´gal a`
(
d+n
n
)
. La repre´sentation par expression arithme´-
tique permet d’exprimer certains polynoˆmes (une petite minorite´, mais
ce sont les polynoˆmes les plus utilise´s) sous forme plus compacte, et plus
efficace en ce qui concerne leur e´valuation. Donnons en trois exemples.
Le premier est celui de la repre´sentation a` la Horner d’un polynoˆme
en une variable. Dans les deux e´critures ci-dessous{
a5X
5 + · · ·+ a1X + a0 =
a0 +X (a1 +X (a2 +X (a3 +X (a4 +X a5))))
(12.2)
l’expression dense re´clame pour son e´valuation 15 multiplications et l’ex-
pression de Horner (dans le second membre) en re´clame seulement 5. En
degre´ d on obtient respectivement
(
d+1
2
)
+ d et 2d ope´rations arith-
me´tiques respectivement pour l’expression de´veloppe´e et l’expression de
Horner.
Le deuxie`me exemple est celui d’un produit ite´re´. L’expression ci-
dessous, qui est de taille 2n− 1
(X1 + Y1)× (X2 + Y2)× · · · × (Xn + Yn) (12.3)
s’e´crit comme une somme de 2n monoˆmes, et a une taille de l’ordre de
n 2n en repre´sentation creuse (et plus grande encore en repre´sentation
dense).
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Le troisie`me exemple, sur lequel nous reviendrons plus en de´tail est
celui du de´terminant d’une matrice carre´e dont les entre´es sont n2 va-
riables inde´pendantes. On ne sait pas si cette famille de polynoˆmes peut
eˆtre ou non repre´sente´e par une famille d’expressions de taille polyno-
miale, c’est-a`-dire dont la taille serait majore´e par un C nk ≤ C 2k logn
(avec C et k fixe´s). On conjecture que c’est faux. Par contre nous ver-
rons que le de´terminant peut eˆtre repre´sente´ par une expression de taille
quasi-polynomiale, c’est-a`-dire majore´e par un C 2(logn)
k
(avec C et k
fixe´s). Il est clair qu’en repre´sentation dense comme en repre´sentation
creuse, le de´terminant a une taille ≥ n! ≥ 2n (pour n ≥ 5) donc asymp-
totiquement beaucoup plus grande que C 2(logn)
k
.
Notez par contre que la famille de polynoˆmes de l’exemple (12.1)
occupe une taille exponentielle en repre´sentation par expressions arith-
me´tiques, a` cause du X2
n
: le degre´ d’un polynoˆme ne peut pas eˆtre plus
grand que la taille d’une expression arithme´tique qui l’exprime.
Un troisie`me codage naturel est celui que nous avons retenu pour
l’ensemble de cet ouvrage, le codage par les programmes d’e´valuation
arithme´tiques ou, ce qui revient au meˆme, par les circuits arithme´ti-
ques.
Une expression arithme´tique peut eˆtre vue comme un cas particulier
de circuit arithme´tique. Sa taille en tant qu’expression arithme´tique est
la meˆme que celle du circuit arithme´tique qui lui correspond, c’est-a`-dire
est e´gale au nombre d’ope´rations arithme´tiques lors de l’exe´cution du cir-
cuit. La repre´sentation creuse peut e´galement eˆtre simule´e efficacement
par un circuit.
Pour un circuit, les parame`tres pertinents sont a` la fois la taille et la
profondeur. Un polynoˆme calcule´ par un circuit arithme´tique de profon-
deur p a un degre´ majore´ par 2p et on est particule`rement inte´resse´ par
les familles de polynoˆmes (Pn) qui peuvent eˆtre e´value´s par des famil-
les de circuits dont la profondeur est un O(log(deg(Pn))). Il semble
cependant tre`s improbable que le de´terminant (comme polynoˆme de
degre´ n a` n2 variables), qui est dans la classe SD(n4, log2 n) puisse
eˆtre re´alise´ dans une classe SD(nk, log n) (pour un entier k).
Convention 12.1.1 Dans les chapitres 12 et 13 les circuits et les ex-
pressions arithme´tiques que nous conside´rerons seront toujours sans di-
vision et sans soustraction. Rappelons que l’e´limination des divisions a`
la Strassen montre qu’il ne s’agit pas d’une restriction importante (sur-
tout dans le cas des corps, voir the´ore`mes 3.1 et 3.2). La soustraction,
quant a` elle, est simule´e en deux ope´rations par x− y = x+ (−1)× y.
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Un dernier codage naturel que nous envisagerons est celui dans lequel
un polynoˆme P (x1, . . . , xk) est obtenu sous la forme
P (x1, . . . , xk) =
∑
e1,...,e`∈{0,1}
R(x1, . . . , xk, e1, . . . , e`) (12.4)
le polynoˆme R e´tant lui-meˆme donne´ par un circuit ou une expression
arithme´tique. Ceci peut sembler a priori artificiel, mais nous verrons
dans le chapitre 13 que cette e´criture condense´e des polynoˆmes est en
rapport assez e´troit avec la conjecture P 6= NP.
Nous donnons maintenant quelques de´finitions qui re´sultent de la
discussion pre´ce´dente.
De´finition 12.1.2 Soit (Pn) une famille de polynoˆmes (indexe´e par
n ∈ N ou N`) a` coefficients dans un anneau commutatif A. Notons vn
et dn le nombre de variables et le degre´ de Pn.
– Nous disons que la famille (Pn) est p-borne´e si vn et dn sont
majore´s par un polynoˆme en n. On dit encore qu’il s’agit d’une
p-famille de polynoˆmes.
– Nous disons qu’une famille (ϕn) d’expressions arithme´tiques est
p-borne´e si la taille de ϕn est majore´e par un polynoˆme en n.
– Nous disons que la famille (Pn) est p-exprimable si elle est re´ali-
sable par une famille p-borne´e d’expressions arithme´tiques ϕn (en
particulier, (Pn) est p-borne´e).
– Nous disons qu’une famille (γn) de circuits arithme´tiques est p-
borne´e en taille si la taille de γn est majore´e par un polynoˆme en
n, p-borne´e en degre´s si les polynoˆmes e´value´s a` tous les noeuds
de γn sont majore´s par un polynoˆme en n, p-borne´e si la famille
est p-borne´e en taille et en degre´s.
– Nous disons que la famille (Pn) est p-e´valuable (ou encore p-cal-
culable) si elle est re´alisable par une famille p-borne´e de circuits
arithme´tiques (en particulier, (Pn) est p-borne´e).
– Nous disons que la famille (Pn) est qp-exprimable si c’est une p-
famille re´alisable par une famille d’expressions arithme´tiques dont
la taille est quasi-polynomiale en n (c’est-a`-dire majore´e par un
C 2(logn)
k
avec C et k fixe´s).
– Nous disons que la famille (Pn) est qp-e´valuable (ou encore qp-
calculable) si c’est une p-famille re´alisable par une famille de cir-
cuits arithme´tiques dont la taille est quasi-polynomiale en n.
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– Nous disons qu’un polynoˆme R en les variables x1, . . . , xk, y1, . . . ,
y` est une description du polynoˆme P en les variables x1, . . . , xk
si
P (x) =
∑
y∈{0,1}` R(x, y) (12.5)
– Nous disons que la famille (Pn) est p-descriptible s’il existe une
famille p-calculable de polynoˆmes (Rn), telle que chaque Rn est
une description de Pn.
– Nous disons que la famille (Pn) est p-descriptible en expressions
s’il existe une famille p-exprimable de polynoˆmes (Rn), telle que
chaque Rn est une description de Pn.
Il faut souligner que toutes les notions introduites ici sont non uni-
formes, c’est-a`-dire qu’on ne demande pas que les familles d’expressions
ou de circuits soient des familles uniformes (cf. section 4.4).
Nous utiliserons les notations suivantes pour de´crire les classes (de
familles de polynoˆmes) correspondant aux de´finitions pre´ce´dentes. Le V
est mis pour Valiant, qui a e´tabli la plupart des concepts et des re´sultats
des chapitres 12 et 13.
Notation 12.1.3
– La classe des familles de polynoˆmes p-exprimables est note´e VPe ,
celle des familles qp-exprimables VQPe .
– La classe des familles de polynoˆmes p-calculables est note´e VP,
celle des familles qp-calculables VQP.
– La classe des familles de polynoˆmes p-descriptibles est note´e VNP,
celle des familles p-descriptibles en expressions VNPe .
– La classe des familles de polynoˆmes e´valuables par des familles p-
borne´es de circuits arithme´tiques de profondeur O(logk(n)) est
note´e VNCk. La re´union des VNCk est note´e VNC.
Ces classes sont de´finies relativement a` un anneau commutatif fixe´ A.
Si on a besoin de pre´ciser l’anneau on notera VPe(A), VP(A), etc. . .La
plupart des re´sultats sont cependant inde´pendants de l’anneau. Les con-
jectures sont e´nonce´es en ge´ne´ral pour des corps.
Remarque 12.1.4 Vue la proposition 3.1.6, s’il existe une famille p-
borne´e en taille de circuits arithme´tiques qui calcule une p-famille de
polynoˆmes, alors il existe aussi une famille p-borne´e de circuits arithme´-
tiques qui calcule la meˆme famille de polynoˆmes. Pour la meˆme raison
nous aurions pu demander, pour de´finir la classe VQP, que la famille de
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circuits arithme´tiques soit non seulement qp-borne´e en taille mais aussi
p-borne´e en degre´s.
12.2 Paralle´lisation des expressions et des cir-
cuits
Paralle´lisation des expressions
Des expressions comme celles de Horner, qui sont optimales quant
a` leur taille (i.e. pour le temps se´quentiel d’e´valuation), pre´sentent un
de´faut de paralle´lisme criant. Brent a de´couvert que n’importe quelle
expression arithme´tique peut eˆtre remplace´e par un circuit ou par une
expression dont la profondeur est logarithmique en la taille de l’expres-
sion initiale.
The´ore`me 12.1 (Brent [10]) Pour tout polynoˆme P la profondeur pi
du meilleur circuit et la taille τ de la meilleure expression sont relie´s
par
log(τ + 1) ≤ pi ≤ 2
log 3/2
log(τ + 1) (12.6)
NB : On a 2log 3/2 = 3, 4190 . . .. Un calcul plus pre´cis (the´ore`me 21.35
dans [BCS]) donne pi ≤ 2log φ log(τ) + 1 ou` φ est le nombre d’or 1+
√
5
2
et 2log φ = 2, 8808 . . .
Preuve. Dans cette preuve nous notons t(ϕ) le nombre de feuilles de
l’arbre correspondant a` l’expression ϕ (c’est la taille de l’expression +1)
et pi(γ) la profondeur d’un circuit ou d’une expression γ.
La premie`re ine´galite´ est facile. Si P est une variable ou une cons-
tante la profondeur et la taille sont nulles. Sinon lorsque P est e´value´
par un circuit γ on a γ = γ1 ◦ γ2 (ou` ◦ repre´sente + ou ×) et si on
suppose avoir de´ja` re´e´crit γ1 et γ2 avec des expressions ϕ1 et ϕ2 on
obtient t(ϕ) = t(ϕ1)+ t(ϕ2) et pi(γ) = 1+max(pi(γ1), pi(γ2)). En fait ce
calcul correspond a` une proce´dure qui de´ploie le circuit en une expres-
sion de meˆme profondeur. Or l’arbre d’une expression de profondeur p
a au plus 2p feuilles.
La deuxie`me ine´galite´ est nettement plus subtile. L’ide´e est la sui-
vante. Appelons x1, . . . , xm les variables de l’expression ϕ qui repre´sente
P . Nous voyons cette expression comme un arbre. Si on conside`re un
nœud N de l’arbre, il repre´sente une sous-expression α (voir figure 12.2
page suivante).
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En remplac¸ant cette sous-expression (ce sous-arbre) par une nouvelle
variable y (c’est-a`-dire une feuille), on obtient une expression (un arbre)
β qui repre´sente un polynoˆme b0 + b1y avec b0, b1 ∈ A [x1, . . . , xm].
Les polynoˆmes b0 et b1 correspondent a` des arbres β0 et β1 qu’il est
facile de construire a` partir de l’arbre β.
N
α
⊗
⊗
⊗
⊗
ϕ
123456
⊕
⊕
Figure 12.2 – Paralle´lisation d’une expression, a` la Brent.
En effet (voir figure 12.3 page suivante) pour β0 on substitue 0 a` y
dans β, et on simplifie. Pour β1 on part de la racine de β on suit le
chemin jusqu’a` y et on supprime les nœuds e´tiquete´s +, (et avec eux,
la branche qui ne va pas a` y).
On peut alors construire une expression dans laquelle on met d’abord
en paralle`le les expressions α, β0 et β1 et ou` on termine en calculant
β0 + (β1 × α).
La profondeur pi(γ) de cette expression γ est majore´e par 2 +
max(pi(β0), pi(β1), pi(α)).
Pour que cela soit efficace, il faut bien choisir le nœud N (de manie`re
que les tailles des trois expressions aient baisse´ dans une proportion
suffisante) et proce´der de manie`re re´cursive, c’est-a`-dire que chacune
des 3 expressions est ensuite soumise de nouveau au meˆme traitement
(et ainsi de suite, cela va sans dire). Le choix du nœud N se fait comme
suit. Soit t0 = t(ϕ). Si t0 ≤ 4 on ne fait rien. Sinon on part de la racine
de l’arbre et on choisit a` chaque nœud la branche la plus lourde ϕk.
Si tk = t(ϕk) on a donc tk+1 ≥ tk/2. On s’arreˆte la dernie`re fois que
tk > (1/3)t0 (on aura fait un pas de trop lorsqu’on s’apercevra que le
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β 0 β 1
⊗
⊗
⊗
12345
⊕
⊗
⊗
⊗
2346
Figure 12.3 – Paralle´lisation d’une expression, a` la Brent (β0 et β1).
seuil a e´te franchi, et il faudra retourner un cran en arrie`re).
⊗
⊕
α β 0
β 1
Figure 12.4 – Paralle´lisation d’une expression, a` la Brent, β0 +β1×α.
On a donc tk > (1/3)t0 ≥ tk+1 ≥ tk/2, on en de´duit que tk et t0− tk
sont tous deux ≤ (2/3)t0. Et on a t(α) = tk et t(β0), t(β1) ≤ t0 − tk.
L’ine´galite´ voulue est donc e´tablie par re´currence en ve´rifiant qu’elle
fonctionne pour les expressions de taille ≤ 3. uunionsq
Notez que les proce´dures de´crites sont uniformes.
Remarque 12.2.1 Dans la premie`re proce´dure, on transforme un cir-
cuit en une expression de meˆme profondeur mais de taille peut-eˆtre beau-
coup plus grande. La seconde proce´dure transforme toute expression
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(( mal e´quilibre´e )) de taille τ en une expression (( bien e´quilibre´e )) dont
la taille τ ′ n’a pas trop augmente´ 1 et dont la profondeur est devenue
logarithmique. Autrement dit la partie difficile du the´ore`me de Brent
fonctionne entie`rement au niveau des expressions.
⊗
⊕ ⊗
a 5 X a 4 X
⊗ ⊗
X X X
⊗ ⊕
a 3 X a 2
⊗
X X
⊗
⊕
⊗
⊕
a 1 X a 0
⊗
⊕
Figure 12.5 – L’arbre de Horner, paralle´lise´ a` la Brent
Du the´ore`me de Brent, on de´duit le corollaire suivant (la version
uniforme serait e´galement valable) :
Corollaire 12.2.2 On a VPe = VNC1.
On conjecture que par contre le de´terminant n’est pas re´alisable par
une expression de taille polynomiale, et donc que VP 6= VPe .
La partie facile du the´ore`me de Brent et l’algorithme paralle`le de
Berkovitz montrent e´galement :
Fait 12.2.3 Le de´terminant n× n est re´alisable par une expression de
taille quasi-polynomiale, en 2O(log
2 n).
Paralle´lisation des circuits arithme´tiques
Rappelons maintenant le the´ore`me 10.1 (section 10.1) de Valiant et
al. [95] (voir aussi [47]). C’est en quelque sorte l’analogue pour les circuits
arithme´tiques du the´ore`me de Brent pour les expressions arithme´tiques.
Il donne une proce´dure pour paralle´liser n’importe quel circuit arith-
me´tique a` condition qu’il calcule un polynoˆme de degre´ raisonnable (le
1. Le the´ore`me donne (1 + τ ′) ≤ (1 + τ) 2log(3/2) . En fait, lors d’une e´tape de
paralle´lisation on a t(β0 + β1 × α) ≤ (5/3) t(ϕ) et cela conduit plus pre´cise´ment a`
(1 + τ ′) ≤ (1 + τ)
log(5/2)
log(3/2) ≤ (1 + τ)2.26.
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circuit arithme´tique purement se´quentiel de taille n qui calcule x2
n
ne
peut pas eˆtre paralle´lise´, mais c’est a` cause de son degre´ trop e´leve´).
The´ore`me 10.1 Soit Γ un circuit arithme´tique sans division, de taille
`, qui calcule un polynoˆme f de degre´ d en n variables sur un anneau
A. Alors il existe un circuit arithme´tique homoge`ne Γ′ de taille O(`3d6)
et de profondeur O(log(` d) log d) qui calcule f .
Ce the´ore`me implique imme´diatement que VP = VNC2. Avec la
partie facile du the´ore`me de Brent il implique aussi qu’une famille qp-
borne´e de circuits arithme´tiques peut eˆtre paralle´lise´e en une famille de
circuits de profondeur polylogarithmique et donc en une famille d’ex-
pressions arithme´tiques de taille quasi-polynomiale. En bref :
Corollaire 12.2.4 On a VP = VNC2 = VNC et VQP = VQPe .
Remarque 12.2.5 1) Ainsi VQP est la classe des familles de polynoˆ-
mes re´alisables par des circuits arithme´tiques dont le nombre de variables
et les degre´s sont p-borne´s et la profondeur est polylogarithmique (ce
qui ne signifie pas pour autant qu’ils soient dans VNC). Pour VQPe cela
re´sultait de´ja` du the´ore`me de Brent.
2) On conjecture a contrario que les inclusions NC2 ⊂ NC ⊂ P sont
strictes.
12.3 La plupart des polynoˆmes sont difficiles a`
e´valuer
Pour e´tablir sous forme pre´cise ce qui est annonce´ dans le titre de
cette section nous avons besoin d’un re´sultat de the´orie de l’e´limination,
dont la signification est intuitivement e´vidente. Si vous parame´trez (( un
objet ge´ome´trique S )) dans l’espace de dimension 3 en donnant les 3
cooordonne´es x, y, z comme fonctions polynomiales de deux parame`-
tres u et v, l’objet que vous obtenez est en ge´ne´ral une surface, excep-
tionnellement une courbe ou plus exceptionnellement encore un point,
mais jamais l’objet ge´ome´trique ainsi cre´e´ ne remplira l’espace. Plus
pre´cise´ment, a` partir des trois polynoˆmes X(u, v), Y (u, v), Z(u, v) qui
parame`trent l’objet S il est possible de calculer un polynoˆme Q a` trois
variables non identiquement nul tel que Q(X(u, v), Y (u, v), Z(u, v)) soit
identiquement nul. Autrement dit tous les points de S sont sur la surface
alge´brique S1 d’e´quation Q(x, y, z) = 0. Donc, si le corps de base K est
infini (( la plupart )) des points de K3 sont en dehors de S. Pre´cise´ment,
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conside´rons un point M en dehors de S1 (puisque le corps est infini,
il en existe suˆrement), alors toute droite passant par M ne coupe S1
qu’en un nombre fini de points, majore´ par le degre´ de Q. Si le corps
de base est celui des re´els ou celui des complexes, on en de´duit que le
comple´mentaire de S1 est un ouvert dense, ce qui donne encore une
signification intuitive plus claire au terme (( la plupart )) utilise´ dans la
phrase ci-dessus.
On peut montrer l’existence du polynoˆme Q comme suit. Supposons
les degre´s de X, Y , Z majore´s par d. Pour m fixe´, les polynoˆmes
Xm1Y m2Zm3 avec m1 +m2 +m3 ≤ m sont au nombre de
(
m+3
3
)
, leur
degre´ est majore´ par dm, donc ils sont dans l’espace des polynoˆmes de
degre´ ≤ dm en 2 variables, qui est de dimension (dm+22 ). Pour m assez
grand,
(
m+3
3
)
>
(
dm+2
2
)
, d’ou` une relation de de´pendance line´aire non
triviale entre les Xm1Y m2Zm3 , ce qui donne le polynoˆme Q.
Nous e´nonc¸ons maintenant le re´sultat ge´ne´ral, qui peut se de´montrer de
la meˆme manie`re.
Proposition 12.3.1 Soit K un corps et (Pi)1≤i≤n une famille de poly-
noˆmes en m variables y1, . . . , ym avec m < n. Alors il existe un po-
lynoˆme non identiquement nul Q(x1, . . . , xn) tel que Q(P1, . . . , Pn) est
identiquement nul. En termes plus ge´ome´triques, l’image d’un espace
Km dans un espace Kn (avec m < n) par une application polynomiale
est toujours contenue dans une hypersurface alge´brique.
La proposition pre´ce´dente a la signification intuitive que, au moins
en ge´ome´trie alge´brique, ∞n >∞m lorsque n > m.
Nous en de´duisons notre the´ore`me, dans lequel l’expresssion (( la
plupart )) doit eˆtre comprise au sens de la discussion qui pre´ce´dait la
proposition 12.3.1.
The´ore`me 12.2 Soit K un corps infini, n et d des entiers fixe´s. L’en-
semble des polynoˆmes de degre´ ≤ d en n variables x1, . . . , xn est un
espace vectoriel E(n, d) sur K de dimension (n+dd ). Soit t une constante
arbitraire fixe´e. Notons A(n, d, t) la famille de tous les circuits arithme´-
tiques qui repre´sentent des polynoˆmes en x1, . . . , xn de degre´ ≤ d, avec
au plus
(
n+d
d
) − 1 constantes aux portes d’entre´es, et dont la taille est
majore´e par t. Alors (( la plupart )) des e´le´ments de E(n, d) ne sont pas
repre´sente´s par un circuit arithme´tique dans A(n, d, t).
En particulier, pour la plupart des P ∈ E(n, d) la taille τ du meilleur
circuit admet la minoration τ ≥ (n+dd ).
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Preuve. Chaque circuit dans A(n, d, t) peut eˆtre interpre´te´ comme cal-
culant un polynoˆme P (c1, . . . , cs;x1, . . . , xn) dans lequel les ci sont les
constantes du circuit. Le polynoˆme P en s + n variables correspon-
dant fournit (lorsqu’on fait varier les constantes) une application de Ks
vers E(n, d) et chaque coordonne´e de cette application est une fonction
polynomiale. Le fait de majorer la taille du circuit par t implique que
les polynoˆmes correspondants (en s+ n variables) sont en nombre fini.
Finalement les e´le´ments de E(n, d) repre´sente´s par un circuit arithme´ti-
que dans A(n, d, t) sont contenus dans une re´union finie d’hypersurfaces
alge´briques (d’apre`s la proposition 12.3.1), qui est encore une hypersur-
face alge´brique. uunionsq
On trouvera dans [44, 88] des re´sultats plus pre´cis sur ce sujet.
Remarque 12.3.2 Notez a contrario, que le circuit arithme´tique qui
exprime un polynoˆme de E(n, d) directement comme somme de ses
monoˆmes utilise
(
n+d
d
)
constantes, et qu’il peut eˆtre e´crit avec une taille
≤ 3 (n+dd ). Tous les xµ11 · · ·xµnn de degre´ ≤ d, qui sont au nombre de(
n+d
d
)
, peuvent en effet eˆtre calcule´s en
(
n+d
d
)−n, e´tapes (un produit de
degre´ k > 1 est calcule´ en multipliant un produit de degre´ k − 1, de´ja`
calcule´, par une variable). Il reste ensuite a` multiplier chaque produit
par une constante convenable, puis a` faire l’addition.
12.4 Le caracte`re universel du de´terminant
Le but de cette section est de montrer que toute expression arith-
me´tique peut eˆtre vue comme un cas particulier de l’expression (( de´-
terminant )) dans laquelle les entre´es de la matrice ont simplement e´te´
remplace´es par une des constantes ou une des variables de l’expression,
avec en outre le fait que le nombre de lignes de la matrice carre´e est du
meˆme ordre de grandeur que la taille de l’expression.
Ceci n’est pas tre`s surprenant, au vu de l’exemple classique ci-dessous,
(inspire´ de la matrice compagnon d’un polynoˆme) dans lequel nous
n’avons pas marque´ les entre´es nulles :
det

x a4
−1 x a3
−1 x a2
−1 x a1
−1 a0
 = a4 + a3x+ a2x2 + a1x3 + a0x4 .
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Projections
Nous introduisons maintenant formellement une notion pre´cise ap-
pele´e projection pour de´crire le processus de substitution extreˆmement
limite´ auquel nous allons avoir recours dans la suite.
De´finition 12.4.1 Soit A un anneau commutatif fixe´. Soient P ∈ A [x1,
. . . , xk] et Q ∈ A [y1, . . . , y`]. Soient aussi (Pn) et (Qm) des p-familles
de polynoˆmes a` coefficients dans A.
(1) On dit que Q est une projection de P si Q est obtenu a` partir
de P en substituant a` chaque xi un yj ou un e´le´ment de A.
(2) On dit que la famille (Qm) est une p-projection de la famille
(Pn) s’il existe une fonction polynomialement majore´e m 7→ ϕ(m)
telle que, pour chaque m, Qm est une projection de Pϕ(m)
(3) On dit que la famille (Qm) est une qp-projection de la famil-
le (Pn) s’il existe une fonction quasi-polynomialement majore´e
m 7→ ϕ(m) telle que, pour chaque m, Qm est une projection de
Pϕ(m).
La proposition suivante est facile.
Proposition 12.4.2
(1) La compose´e de deux projections est une projection. Meˆme chose
pour les p-projections, ou pour les qp-projections.
(2) Les classes VP et VPe sont stables par p-projection.
(3) La classe VQP = VQPe est stable par qp-projection.
Re´e´criture d’une expression comme de´terminant
Dans le the´ore`me de Valiant qui suit, la difficulte´ est de produire
une matrice ayant pour de´terminant la somme des de´terminants de deux
autres matrices. L’ide´e est de faire cette construction non pas pour n’im-
porte quelles matrices, mais en respectant un certain format. C’est l’ob-
jet du lemme crucial qui suit. Le format des matrices qui interviennent
dans ce lemme est visualise´ ci-dessous sur un exemple avec d = 4.
a1 a2 a3 a4 0
1 x1,2 x1,3 x1,4 b1
0 1 x2,3 x2,4 b2
0 0 1 x3,4 b3
0 0 0 1 b4
 =
[
α 0
T β
]
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(α est un vecteur ligne, β un vecteur colonne et T est carre´e unitrian-
gulaire supe´rieure). Notez que lorsqu’on de´veloppe le de´terminant d’une
telle matrice sous la forme
∑
1≤i,j≤4 ai bj cij , le polynoˆme cij en facteur
de aibj est nul si la colonne de ai et la ligne de bj se coupent dans
la partie strictement supe´rieure de la matrice T , puisque le cofacteur
correspondant de T est nul.
Lemme 12.4.3 Soient (pour i = 1, 2) deux entiers di, deux matrices
carre´es Ti ∈ Adi×di unitriangulaires supe´rieures, soient deux vecteurs
lignes αi ∈ A1×di et deux vecteurs colonnes βi ∈ Adi×1. Conside´rons
les trois matrices suivantes
M1 =
[
α1 0
T1 β1
]
, M2 =
[
α2 0
T2 β2
]
, M =
α1 α2 0T1 0 β1
0 T2 β2
 .
Alors on a
detM = (−1)d2 detM1 + (−1)d1 detM2
Preuve. Nous donnons seulement l’ide´e directrice de cette preuve un
peu technique. Lorsqu’on de´veloppe comple`tement le de´terminant comme
indique´ avant le lemme, le polynoˆme en facteur d’un produit α2,iβ1,j
est nul car la ligne et la colonne correspondante se coupent dans la par-
tie strictement supe´rieure de la matrice
[
T1 0
0 T2
]
(cf. le commentaire
juste avant le lemme). Pour voir que le polynoˆme en facteur d’un produit
α1,i β2,j est nul e´galement, il suffit de conside´rer la matrice
M ′ =
α2 α1 0T2 0 β2
0 T1 β1
 .
Son de´terminant est identique (en tant qu’expression de´veloppe´e) a` celui
de M et l’argument pre´ce´dent s’applique. Il reste a` conside´rer, dans
le de´veloppement complet du de´terminant en somme de produits, les
produits contenant un facteur α1,i β1,j (et ceux contenant un facteur
α2,iβ2,j). Un examen attentif montre que les seuls produits non nuls de
ce type sont ceux qui empruntent la diagonale de T2, donc on retrouve
exactement les facteurs pre´sents dans detM1 au signe pre`s. Ce signe
correspond a` une permutation circulaire des d2 + 1 dernie`res colonnes
de M . uunionsq
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The´ore`me 12.3 Toute expression de taille n est la projection du de´-
terminant d’une matrice d’ordre infe´rieur ou e´gal a` 2n+ 2.
Pre´cisions : la matrice est dans le format de´crit au lemme pre´ce´dent,
ses entre´es sont soit une constante de l’expression, soit une variable de
l’expression, soit 0, 1 ou −1, la dernie`re colonne (resp. la dernie`re ligne)
ne contient que 0, 1 ou −1, une colonne quelconque contient au plus une
variable ou une constante de l’expression.
Corollaire 12.4.4
(1) Toute famille p-exprimable est une p-projection de la famille
(( de´terminant )) (detn est le de´terminant d’une matrice carre´e d’ordre
n donc un polynoˆme de degre´ n en n2 variables).
(2) VQP = VQPe co¨ıncide avec la classe des familles qui sont des
qp-projections de la famille de´terminant.
Preuve. On construit la matrice en suivant l’arbre de l’expression. Pour
une feuille f de l’arbre (constante ou variable) on prend la matrice 2×2[
f 0
1 1
]
qui re´pond bien aux spe´cifications souhaite´es. Supposons qu’on a cons-
truit les matrices Ai (i = 1, 2) qui ont pour de´terminants les polynoˆmes
Pi. Voyons d’abord la matrice pour P1 +P2. Quitte a` changer la dernie`re
colonne βi en −βi on peut aussi avoir les de´terminants oppose´s, et on
peut donc dans tous les cas appliquer le lemme 12.4.3. Donnons enfin la
matrice N pour P1 × P2
N =
[
A1 0
J A2
]
avec J =

0 · · · 0 1
0 · · · 0 0
...
...
...
0 · · · 0 0
 .
Cette matrice N re´pond aux spe´cifications voulues, et comme elle est
triangulaire par blocs, son de´terminant est e´gal a` detA1 · detA2. uunionsq
Donnons par exemple la matrice construite comme indique´ dans la
preuve ci-dessus pour obtenir le de´terminant x+ (2 +y)z (nous n’avons
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pas mis les 0) : 
x 2 y . . .
1 . . . . 1
. 1 . −1 . .
. . 1 −1 . .
. . . 1 z .
. . . . 1 −1
 .
Conclusion
Dans le corollaire 12.4.4 on a vu que toute famille p-exprimable
est une p-projection du de´terminant et que toute famille qp-calculable
est une qp-projection du de´terminant. Cette dernie`re proprie´te´ s’e´nonce
sous la forme suivante, qui ressemble a` la NP - comple´tude.
La famille (detn) est universelle pour VQP et les qp-projections.
Cependant le de´terminant lui-meˆme n’est probablement pas p-expri-
mable et il est p-calculable, donc mieux que qp-calculable.
Il se pose donc la question le´gitime de trouver une famille p-exprima-
ble qui soit universelle dans VPe par rapport aux p-projections et celle de
trouver une famille p-calculable qui soit universelle dans VP par rapport
aux p-projections (le de´terminant serait un candidat naturel, mais pour
le moment on ne connaˆıt pas la re´ponse a` son sujet). Le premier de ces
deux proble`mes a e´te´ re´solu positivement par Fich, von zur Gathen et
Rackoff dans [30]. Le deuxie`me par Bu¨rgisser dans [12].
La premie`re question admet une re´ponse assez facile une fois connu
le the´ore`me de Brent. En effet toute expression peut eˆtre obtenue comme
projection d’une expression de profondeur comparable extreˆmement pa-
ralle´lise´e qui combine syste´matiquement additions et multiplications.
Par exemple l’expression (de profondeur 2) ϕ3 = x1 + (x2 × x3) donne
par projection, au choix, l’une des deux expressions (de profondeur 1)
x1 + x2 ou x2 × x3. Si maintenant on remplace chacun des xi par l’ex-
pression xi,1 + (xi,2 × xi,3) on obtient une expression ϕ9 a` 9 variables
de profondeur 4 et on voit que toute expression de profondeur 2 est une
projection de ϕ9.
En ite´rant le processus, toute expression de profondeur n est une pro-
jection de l’expression ϕ3n , qui est elle-meˆme de profondeur 2n.
Donc, apre`s paralle´lisation a` la Brent d’une famille dans VPe , la fa-
mille paralle´lise´e est clairement une p-projection de la famille (ϕ3n).
Enfin la famille (ϕ3n) est elle-meˆme dans VPe car ϕ3n est de taille
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Figure 12.6 – Une famille d’expressions p-universelle dans VPe
3n− 1 (on peut, si on a des scrupules, de´finir ϕk pour tout entier k en
posant ϕk = ϕ3κ ou` 3
κ−1 < k ≤ 3κ).
La deuxie`me question (trouver une famille p-calculable qui soit uni-
verselle dans VP par rapport aux p-projections) admet une re´ponse
positive du meˆme style (cf. [12]), mais nettement plus embrouille´e.
13. Le permanent et la
conjecture P 6= NP
Introduction
Ce chapitre est de´die´ a` la conjecture de Valiant. Nous ne de´mon-
trerons que les re´sultats les plus simples et nous souhaitons faire sentir
l’importance des enjeux.
Dans la section 13.1 nous faisons une e´tude rapide des classes de
complexite´ boole´enne, qui constituent une variante non uniforme de la
complexite´ binaire.
Dans la section 13.2 nous mettons en e´vidence quelques liens e´troits
et simples entre fonctions boole´ennes et polynoˆmes, et entre complexite´
boole´enne et complexite´ alge´brique.
Dans la section 13.3 nous faisons le lien entre complexite´ binaire
et complexite´ boole´enne. Dans la section 13.4 nous donnons quelques
re´sultats sur le permanent. Dans la section finale, nous rappelons la
conjecture de Valiant et discutons brie`vement sa porte´e.
Parmi les re´fe´rences utiles pour ce chapitre, il faut citer le livre [Weg]
et l’article [83], non encore signale´s.
13.1 Familles d’expressions et de circuits boo-
le´ens
Expressions, circuits et descriptions
L’analogue boole´en de l’anneau de polynoˆmes A [x1, . . . , xn] est l’al-
ge`bre de Boole
B [x1, . . . , xn] ' F2[x1, . . . , xn]
/〈
x21 − x1, . . . , x2n − xn
〉
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avec dans B [x1, . . . , xn] les e´galite´s a ∧ b = ab, a ∨ b = a + b + ab,
¬a = 1 + a et a + b = (¬a ∧ b) ∨ (a ∧ ¬b). Cette interpre´tation de
l’alge`bre de Boole librement engendre´e par n e´le´ments comme quotient
d’un anneau de polynoˆmes a` n variables sur le corps F2 laisse penser
que les me´thodes alge´briques sont a priori pertinentes pour re´soudre les
proble`mes boole´ens.
L’analogue boole´en d’une fonction polynoˆme a` n variables est une
fonction boole´enne f : {0, 1}n → {0, 1}. Nous aurons aussi a` conside´rer
des applications boole´ennes g : {0, 1}n → {0, 1}m.
L’alge`bre de Boole B [x1, . . . , xn] est isomorphe a` l’alge`bre des fonc-
tions boole´ennes f : {0, 1}n → {0, 1}. L’isomorphisme fait correspondre
a` l’e´le´ment xi de B [x] la i -e`me fonction coordonne´e : (a1, . . . , an) 7→
ai.
Rappelons que si p1, . . . , pn sont les variables boole´ennes pre´sentes
dans une expression boole´enne, on appelle litte´ral l’une des expressions
p1,¬p1, . . . , pn,¬pn. Et qu’une expression est dite en forme normale
conjonctive (resp. en forme normale disjonctive) si elle est une conjonc-
tion de disjonctions de litte´raux (resp. une disjonction de conjonctions
de litte´raux).
Il y a plusieurs types d’e´critures canoniques pour une fonction boo-
le´enne, en forme normale conjonctive, en forme normale disjonctive ou
sous forme d’un polynoˆme en repre´sentation creuse (chaque variable in-
tervenant avec un degre´ ≤ 1 dans chaque monoˆme). On peut aussi ex-
primer une fonction boole´enne au moyen d’une expression boole´enne ou
d’un circuit boole´en.
Convention 13.1.1 Nous adopterons la convention qu’une expression
boole´enne ou un circuit boole´en n’utilisent que les connecteurs ∧, ∨
et ¬. En outre dans le cas d’une expression l’usage du connecteur ¬
sera seulement implicite : on utilisera les litte´raux comme variables (aux
feuilles de l’arbre), et nulle part ailleurs n’apparaˆıtra le connecteur ¬.
La taille et la profondeur d’une expression boole´enne ne prendront en
compte que les connecteurs ∧ et ∨ (les litte´raux sont tous conside´re´s
comme de profondeur nulle).
Cette convention n’a pas de conse´quence importante en ce qui concerne
les circuits car autoriser d’autres connecteurs ne ferait diminuer la taille
et/ou la profondeur que d’un facteur constant. Par contre, en ce qui
concerne les expressions boole´ennes, il s’agit d’une restriction significa-
tive de leur pouvoir d’expression : par exemple si on admet en plus le
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connecteur a⊕ b def= (a ∧ ¬b) ∨ (¬a ∧ b) l’expression p1 ⊕ p2 ⊕ · · · ⊕ pn
re´clamera tre`s probablement une e´criture nettement plus longue sans
l’utilisation de ⊕.
Classes de complexite´ boole´enne
Nous sommes particulie`rement interesse´s ici par les analogues boo-
le´ens des classes VNC, VP, VPe , VNP et VNPe (cf. section 12.1).
De´finition 13.1.2 Soit fn : {0, 1}vn → {0, 1} une famille de fonctions
boole´ennes (indexe´e par n ∈ N ou N`).
– Nous disons que la famille (fn) est p-borne´e si vn est majore´
par un polynoˆme en n. On dit encore qu’il s’agit d’une p-famille
de fonctions boole´ennes.
– Nous disons qu’une famille d’expressions boole´ennes (ϕn) est p-
borne´e si la taille de ϕn est majore´e par un polynoˆme en n.
– Nous disons que la famille (fn) est p-exprimable si elle est re´ali-
sable par une famille p-borne´e d’expressions boole´ennes. La classe
des familles de fonctions boole´ennes p-exprimables est note´e BPe .
– Nous disons qu’une famille de circuits boole´ens (γn) est p-borne´e
si la taille de γn est majore´e par un polynoˆme en n.
– Nous disons que la famille (fn) est p-e´valuable (ou encore p-cal-
culable) si elle est re´alisable par une famille p-borne´e de circuits
boole´ens. La classe des familles de fonctions boole´ennes p-calcula-
bles est note´e BP = P/poly.
– Nous notons BNCk = NCk/poly la classe des familles de fonctions
boole´ennes re´alisables par une famille de circuits boole´ens de taille
polynomiale et de profondeur en O(logk n), et BNC = NC/poly
de´note la re´union des BNCk.
– Nous disons qu’une fonction boole´enne g en les variables p1, . . . ,
pk, r1, . . . , r` est une description de la fonction boole´enne f en
les variables p1, . . . , pk si
f(p) =
∨
r∈{0,1}` g(p, r) (13.1)
– Nous disons que la famille (fn) est p-descriptible s’il existe une
famille p-calculable de fonctions boole´ennes (gn), telle que chaque
gn est une description de fn. La classe des familles de fonctions
boole´ennes p-descriptibles est note´e BNP = NP/poly.
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– Nous disons que la famille (fn) est p-descriptible en expressions
s’il existe une famille p-exprimable de fonctions boole´ennes (gn),
telle que chaque gn est une description de fn. La classe des fa-
milles de fonctions boole´ennes p-descriptibles en expressions est
note´e BNPe .
Il faut souligner que toutes les notions introduites ici sont non uni-
formes, comme dans le cas alge´brique.
La classe P/poly est clairement l’analogue boole´en de la classe VP en
complexite´ alge´brique. C’est aussi un analogue non uniforme de la classe
P. Ce dernier point sera plus clair apre`s le the´ore`me 13.7 page 337. De
meˆme nous verrons que la classe NP/poly est un analogue non uniforme
de la classe NP.
Si on compare les de´finitions des descriptions dans le cas alge´brique
et dans le cas boole´en, on voit qu’on utilise maintenant une disjonction
a` la place d’une somme (formules 12.5 et 13.1).
La notation P/poly (voir par exemple [BDG] ou [Weg]) s’explique
comme suit : une famille (fn) dans P/poly peut eˆtre calcule´e en temps
polynomial si on a droit a` (( une aide )) (sous forme d’une famille de cir-
cuits boole´ens γn qui calculent les fonctions fn) qui n’est peut-eˆtre pas
uniforme mais qui est de taille polynomiale en n.
Signalons que Karp et Lipton, qui introduisent la classe P/poly dans
[56] donnent une de´finition ge´ne´rale pour une variante non uniforme
C/poly en complexite´ boole´enne d’une classe de complexite´ binaire ar-
bitraire C. Leur de´finition justifie aussi les e´galite´s BNP = NP/poly et
BNCk = NCk/poly . Enfin la de´finition de Karp et Lipton ne semble rien
donner pour Pe/poly par absence de la classe Pe en complexite´ binaire.
La complexite´ boole´enne des ope´rations arithme´tiques dans Z
Le livre [Weg] de Wegener contient une e´tude pre´cise et tre`s comple`te
de la complexite´ des familles de fonctions boole´ennes. On y trouve no-
tamment les re´sultats donne´s dans le the´ore`me qui suit concernant la
complexite´ boole´enne des ope´rations arithme´tiques dans N. En fait les
re´sultats sont uniformes et ils s’e´tendent imme´diatement a` Z.
The´ore`me 13.1 (the´ore`mes 1.3, 2.4 et 2.8 du chapitre 3 de [Weg])
L’addition et la multiplication dans N sont re´alisables par des familles
de circuits boole´ens dans BNC1. Plus pre´cise´ment :
1. L’addition de deux entiers de taille n ≥ 3 est re´alisable par un
circuit boole´en de taille ≤ 9n et de profondeur 2 dlog ne+ 8.
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2. Le produit de deux entiers de taille n est re´alisable a` la Karat-
suba par un circuit boole´en de taille O(nlog 3) et de profondeur
O(log n), ou meˆme, en suivant Scho¨nage et Strassen qui adaptent
la transformation de Fourier discre`te rapide des polynoˆmes au cas
des entiers, par un circuit boole´en de taille O(n log n log log n) et
de profondeur O(log n).
Concernant la multiplication des entiers on lira aussi avec inte´reˆt
l’expose´ de Knuth dans [Knu].
Paralle´lisation des expressions boole´ennes
Nous avons pour les expressions boole´ennes un re´sultat analogue a`
la paralle´lisation a` la Brent des expressions arithme´tiques (voir [85] ou
[Sav] the´ore`me 2.3.3).
The´ore`me 13.2 Pour toute fonction boole´enne f : {0, 1}n → {0, 1} la
profondeur pi du meilleur circuit boole´en et la taille τ de la meilleure
expression boole´enne sont relie´s par
log(τ + 1) ≤ pi ≤ 2
log 3/2
log(τ + 1)
Preuve. Cela marche de la meˆme manie`re que la paralle´lisation a` la
Brent des expressions arithme´tiques. Le polynoˆme b0y + b1 dans le cas
alge´brique (cf. la preuve du the´ore`me 12.1, page 310) doit eˆtre remplace´
par une expression (y ∧ b0) ∨ (¬y ∧ b1) dans le cas boole´en. uunionsq
L’analogue boole´en du corollaire 12.2.2 (VPe = VNC1) est :
Corollaire 13.1.3 On a BPe = BNC1.
Description des circuits boole´ens par des expressions boole´en-
nes
Le lemme suivant est facile et utile.
Lemme 13.1.4 E´tant donne´ un circuit boole´en γ de taille τ avec les
portes d’entre´e p1, . . . , pn, les portes internes r1, . . . , r` et une seule
porte de sortie (donc τ = ` + 1), on peut construire une expression
boole´enne en forme normale conjonctive ϕ(p, r) de taille ≤ 7 τ et de
profondeur ≤ 2 + log(3 τ) telle que, pour tous p ∈ {0, 1}n on ait
l’e´quivalence :
γ(p) = 1 ⇐⇒
∨
r∈{0,1}` ϕ(p, r) = 1 . (13.2)
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En outre dans le second membre il y a une seule affectation des boole´ens
r1, . . . , r` qui rend l’expression vraie (lorsque γ(p) = 1).
Preuve. On remplace chaque affectation du programme d’e´valuation
de´fini par le circuit boole´en par une expression boole´enne qui est vraie
si et seulement si la valeur du boole´en affecte´ est correcte. La conjonction
de toutes ces expressions boole´ennes donne l’expression ϕ. Une affecta-
tion c := ¬a est traduite par (c∨a)∧(¬c∨¬a). Une affectation c := a∨b
est traduite par (¬c∨a∨b)∧(c∨¬a)∧(c∨¬b). Une affectation c := a∧b
est traduite par (c ∨ ¬a ∨ ¬b) ∧ (¬c ∨ a) ∧ (¬c ∨ b). uunionsq
On en de´duit imme´diatement.
Proposition 13.1.5 On a l’inclusion BP ⊂ BNPe et l’e´galite´ BNP =
BNPe .
Signalons aussi le re´sultat important de Valiant (pour une preuve
voir [Bur]).
The´ore`me 13.3 On a pour tout corps VNP = VNPe .
Expressions, circuits et descriptions : le cas des applications
boole´ennes
Nous pouvons reprendre avec les familles d’applications boole´ennes
les de´finitions donne´es au de´but de cette section pour les familles de
fonctions boole´ennes. Notre objectif est surtout ici de de´finir l’analogue
non uniforme de la classe #P.
De´finition 13.1.6 Soit fn : {0, 1}vn −→ {0, 1}wn une famille d’appli-
cations boole´ennes (indexe´e par n ∈ N ou N`). Soit (fn,k) la famille
double de fonctions boole´ennes fn,k : {0, 1}vn → {0, 1} qui donne la k -
e`me coordonne´e de fn si k ≤ wn.
– Nous disons que la famille (fn) est p-borne´e si vn et wn sont
majore´s par un polynoˆme en n. On dit encore qu’il s’agit d’une
p-famille d’applications boole´ennes.
– Nous disons que la famille (fn) est p-exprimable si elle est p-bor-
ne´e et si la famille double (fn,k) correspondante est p-exprimable.
De´finition analogue pour une famille p-calculable, p-descriptible,
ou p-descriptible en expressions.
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– Nous disons qu’une famille gn : {0, 1}vn −→ N est dans la classe
#BP = #P/poly, ou encore qu’elle compte les solutions d’une
famille p-calculable de fonctions boole´ennes si elle ve´rifie :
∀p gn(p) = #
{
q ∈ {0, 1}`n | hn(p, q) = 1
}
(13.3)
ou` hn : {0, 1}vn+`n → {0, 1} est une famille p-calculable de fonc-
tions boole´ennes. Si la famille (hn) est p-exprimable on dira que
la famille (gn) est dans la classe #BPe .
Si gn(p) =
∑wn
k=1 fn,k(p) 2
k−1 on dira que la famille (fn) est dans
#BP (resp. dans #BPe) lorsque la famille (gn) est dans #BP
(resp. dans #BPe).
Une conse´quence imme´diate de la description des circuits boole´ens
par les expressions boole´ennes (lemme 13.1.4) est la proposition suivante,
analogue a` la proposition 13.1.5.
Proposition 13.1.7 On a l’e´galite´ #BP = #BPe .
Remarque 13.1.8 Il n’y a pas de diffe´rence de principe entre une fa-
mille d’applications boole´ennes et une famille de fonctions boole´ennes,
puisque donner une famille d’applications boole´ennes revient a` donner
une famille double de fonctions boole´ennes. Si on veut de´finir directe-
ment la classe #BP = #P/poly comme une classe de fonctions boole´en-
nes, on pourra dire que le proble`me dans #P/poly associe´ a` la famille
(hn) ∈ P/poly est le proble`me suivant portant sur le couple (p,m) (ou`
m est code´ en binaire) :
#
{
q ∈ {0, 1}`n | hn(p, q) = 1
}
≤ m ?
La plupart des fonctions boole´ennes sont difficiles a` e´valuer
On a aussi l’analogue suivant du the´ore`me 12.2 page 314 : ici on
trouve qu’une famille de circuits boole´ens de taille quasi-polynomiale ne
peut calculer qune infime partie de toutes les fonctions boole´ennes.
Proposition 13.1.9 Soit VQPB(k) l’ensemble des familles (fn) de
fonctions boole´ennes a` n variables re´alisables par une famille de cir-
cuits boole´ens de taille 2 log
k n. Soit ε > 0. Pour n assez grand seule-
ment une proportion < ε de fonctions boole´ennes a` n variables est dans
VQPB(k).
328 13. Le permanent et la conjecture P 6= NP
Preuve. Faisons les comptes. Le nombre total de fonctions boole´ennes
a` n variables est e´gal a` 22
n
. Le nombre total de circuits boole´ens a` n
variables et de taille t+1 est majore´ par N(t+1) = 2N(t) (t+2n)2 : en
effet un programme d’e´valuation de taille t+ 1 est obtenu en rajoutant
une instruction a` un programme d’e´valuation de taille t, instruction de
la forme xt+1 ← y◦z avec ∧ ou ∨ pour ◦ , et y, z sont a` choisir parmi
les litte´raux ou parmi les xi (1 ≤ i ≤ t). Cette majoration conduit a`
N(1) = 2 (2n)2, N(2) = 22 (2n)2 (2n+ 1)2, . . ., N(t) < 2t ((2n+ t)!)2 =
2O((n+t) log(n+t)). Donc si t = 2 log
k n, logN(t) = O(2logk+1 n) qui devient
ne´gligeable devant 2n pour n grand. uunionsq
On trouvera des re´sultats du meˆme style mais nettement plus pre´cis
dans le chapitre 4 du livre de Wegener [Weg].
13.2 Boole´en versus alge´brique (non uniforme)
13.2.1 E´valuation boole´enne des circuits arithme´tiques
Rappelons ici le proble`me, de´ja` e´voque´ a` la section 4.3.2, de l’e´va-
luation d’un circuit arithme´tique sur un anneau A dont les e´le´ments
sont code´s en binaire. Si l’anneau A est fini, le temps paralle`le ou se´-
quentiel du calcul boole´en correspondant a` l’e´xe´cution d’un circuit arith-
me´tique est simplement proportionnel a` la profondeur ou a` la taille du
circuit arithme´tique. Par ailleurs rappelons que VP = VNC = VNC2,
VNC1 = VPe et BNC1 = BPe . On obtient donc :
Lemme 13.2.1 Si une p-famille de polynoˆmes sur un anneau fini A
est dans la classe VP (resp. VPe , VNP) son e´valuation boole´enne est
donne´e par une famille dans la classe boole´enne BNC2 ⊂ BP (resp. BPe ,
#BP).
Dans le cas d’un anneau infini, l’e´valuation boole´enne d’un circuit
arithme´tique peut re´server quelques mauvaises surprises (voir l’exemple
de l’inventeur du jeu d’e´chec page 144). Il faudrait bannir toute constante
(meˆme 1 !) d’un circuit arithme´tique sur Z si on veut que l’e´valua-
tion boole´enne (avec le codage naturel binaire de Z) ne produise pas
d’explosion (et Z est l’anneau infini le plus simple).
Une solution serait de coder les e´le´ments de l’anneau par des circuits
arithme´tiques n’ayant que des constantes en entre´es 1. Mais le test d’e´ga-
1. Du point de vue des calculs en temps polynomial on peut remarquer que le
codage binaire usuel de Z est e´quivalent a` un codage par des expressions arithme´ti-
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lite´, le test de signe et bien d’autres ope´rations simples sur Z semblent
alors sortir de la classe P.
Une autre solution serait d’apporter une restriction plus se´ve`re aux
familles p-borne´es de circuits arithme´tiques. Avant d’y introduire la
moindre constante, meˆme 1, la famille devrait eˆtre p-borne´e (en taille
et en degre´s). Ensuite seulement on remplacerait certaines variables par
des constantes.
De manie`re ge´ne´rale il faut avoir une majoration convenable de la
taille des objets a` calculer.
De´finition 13.2.2 Une famille de fonctions fn : Zvn → Z est dite p-
borne´e en taille si vn est majore´ par un polynoˆme en n et la taille
de fn(x1, . . . , xvn) est majore´e par un polynoˆme en la taille de l’entre´e
x1, . . . , xvn (en utilisant les codages binaires usuels).
On a alors l’extension importante suivante du lemme 13.2.1 a` l’an-
neau Z, sous une condition restrictive supple´mentaire, qui est d’ailleurs
ine´vitable.
Lemme 13.2.3 On conside`re une p-famille (Pn) de polynoˆmes sur Z.
On suppose que la famille de fonctions fn : Zvn → Z de´finie par (Pn)
est p-borne´e en taille. Alors si (Pn) est dans VP(Z) = VNC2(Z) (resp.
VPe(Z) = VNC1(Z), VNP(Z)) son e´valuation boole´enne est donne´e par
une famille de circuits boole´ens dans BNC3 ⊂ BP (resp. BNC2, #BP).
Preuve. Supposons que (Pn) est dans la classe VP(Z) et soit (Γn) une
famille p-borne´e de circuits arithme´tiques correspondant a` (Pn). Pour
tous m, n entiers positifs on veut construire un circuit boole´en γn,m qui
calcule (le code de) fn(x1, . . . , xvn) a` partir des (codes des) xi lorsqu’ils
sont de taille ≤ m. On sait que la taille de la sortie y est majore´e par
un entier p ≤ C (n+m)k. Il suffit alors de prendre les constantes de Γn
modulo 22p et d’exe´cuter les calculs indique´s par le circuit Γn modulo
22p pour re´cupe´rer y comme e´le´ment de Z a` la fin du calcul. La taille du
circuit boole´en γn,m correspondant est bien polynomialement majore´e.
Quant a` sa profondeur, compare´e a` celle de Γn, elle a e´te´ multiplie´e par
un O(log p) = O(log(m+ n)) (cf. le the´ore`me 13.1)
Le re´sultat pour (Pn) dans la classe VNP(Z) se de´duit imme´diatement
du re´sultat pour (Pn) dans la classe VP(Z). uunionsq
ques n’ayant que les constantes 0, 1, ou −1 aux feuilles de l’arbre. Il n’est donc pas
artificiel de proposer un codage de Z par des circuits arithme´tiques n’ayant que les
constantes 0, 1, ou −1 aux portes d’entre´e, ce que nous avions note´ Zpreval.
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Notez que si (Pn) est dans VNC1, l’hypothe`se que (fn) est p-bor-
ne´e en taille est automatiquement ve´rifie´e si les constantes du circuit
Γn ont une taille majore´e par un C n
`. Dans la section suivante, tous
les circuits arithme´tiques qui simulent des circuits boole´ens utilisent les
seules constantes 0, 1 et −1.
13.2.2 Simulation alge´brique des circuits et expressions
boole´ennes
Nous nous inte´ressons dans cette section a` la possibilite´ de simuler
alge´briquement une fonction boole´enne f : {0, 1}n → {0, 1}, ou une
application g : {0, 1}n → Z (par exemple code´e par un circuit boole´en
{0, 1}n → {0, 1}m).
Nous disons que le polynoˆme P simule la fonction boole´enne f en
e´valuation s’il a le meˆme nombre de variables, et s’il s’e´value de la meˆme
manie`re que la fonction boole´enne sur des entre´es dans {0, 1}.
De´finition analogue pour la simulation alge´brique de l’application g
par un polynoˆme (l’anneau doit contenir Z).
Un re´sultat e´le´mentaire
Le lemme suivant nous dit ce que donne la simulation naturelle d’un
circuit boole´en par un circuit arithme´tique : la profondeur et la taille
sont convenables mais les degre´s peuvent re´server de mauvaises surprises.
Lemme 13.2.4 Un circuit boole´en γ de taille τ et de profondeur pi
peut eˆtre simule´ en e´valuation par un circuit arithme´tique ψ de taille
≤ 4τ et de profondeur ≤ 3pi (sa profondeur multiplicative reste e´gale a`
pi donc le degre´ des polynoˆmes est ≤ 2pi). Cette simulation fonctionne
sur tout anneau commutatif (non trivial).
Preuve. Les seules valeurs des boole´ens sont 0 et 1, on a donc
x ∧ y = xy, ¬x = 1− x, x ∨ y = x+ y − xy
sur n’importe quel anneau commutatif (non trivial) 2. uunionsq
2. Nous rappelons que dans les chapitres 12 et 13 les seules ope´rations arithme´ti-
ques autorise´es sont + et × ce qui nous contraint a` introduire des multiplications par
la constante −1 pour faire des soustractions. Ceci implique que le polynoˆme x+y−xy
est e´value´ par un circuit de profondeur e´gale a` 3.
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Simulation d’une expression boole´enne par une expression arith-
me´tique
Le lemme suivant est une conse´quence directe du the´ore`me de paral-
le´lisation 13.2 et du lemme 13.2.4.
Lemme 13.2.5 Une expression boole´enne ϕ de taille τ peut eˆtre simu-
le´e en e´valuation par une expression arithme´tique de profondeur majore´e
par 6log 3/2 log(τ + 1) ≤ 10, 26 log(τ + 1). Cette simulation fonctionne
sur tout anneau commutatif (non trivial).
En particulier la taille de l’expression arithme´tique est ≤ (τ+1)10,26
( 3). On en de´duit :
Proposition 13.2.6 Toute famille dans BPe est simule´e alge´brique-
ment par une famille dans VPe . Cette simulation fonctionne sur tout
anneau commutatif (non trivial).
Dans [Bur] la proposition pre´ce´dente est e´nonce´e avec une termino-
logie diffe´rente : (( BPe est contenu dans la partie boole´enne de VPe )).
Une proposition analogue a` la pre´ce´dente et qui voudrait relier de
manie`re aussi simple les classes BP et VP e´chouerait parce que la traduc-
tion naturelle d’un circuit boole´en en un circuit arithme´tique donne´e au
lemme 13.2.4 fournit en ge´ne´ral un polynoˆme de degre´ trop grand. Au-
trement dit, on ne connaˆıt pas d’analogue satisfaisant du lemme 13.2.5
pour les circuits boole´ens.
Supposons maintenant que nous ayons de´marre´ avec une p-famil-
le double d’expressions boole´ennes (ϕn,k) associe´e a` une famille de
fonctions fn : {0, 1}vn → Z. La sortie est code´e par exemple comme
suit dans {0, 1}m, le premier bit code le signe, et les bits suivants
codent l’entier sans signe en binaire (suppose´ < 2m−1). Par exemple avec
m = 8 les entiers 5, −11 et 69 sont respectivement code´s par 00000101,
10001011 et 01000101. Il n’y a alors aucune difficulte´ a` calculer par un
circuit arithme´tique ou par une expression arithme´tique de profondeur
O(logm) la sortie dans Z a` partir de son code.
Nous pouvons alors e´noncer la proposition suivante, qui ge´ne´ralise la
proposition 13.2.6, et qui re´sulte e´galement du lemme 13.2.5.
Proposition 13.2.7 Soit (ϕn,k)1≤k≤a+nh une p-famille double dans
BPe qui code une famille de fonctions fn : {0, 1}vn → Z. Alors il existe
3. Le degre´ du polynoˆme est majore´ par (τ + 1)3,419.
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une p-famille (γn) d’expressions arithme´tiques dans VPe qui simule en
e´valuation la famille (fn) sur n’importe quel anneau contenant Z.
Description d’un circuit boole´en par une expression arithme´-
tique
Nous pouvons faire une synthe`se des lemmes 13.1.4 et 13.2.4 pour
obtenir une description alge´brique (au sens de la de´finition 12.1.2) d’un
circuit boole´en.
Lemme 13.2.8 Soit γ un circuit boole´en de taille τ = `+1 qui calcule
une fonction boole´enne f : {0, 1}n → {0, 1}. Il existe une expression
arithme´tique ψ(x1, . . . , xn, y1, . . . , y`) de taille ≤ 14 τ et de profondeur
≤ 4 + dlog(3 τ)e ve´rifiant :
∀p ∈ {0, 1}n f(p) =
∑
r∈{0,1}` ψ(p, r) (13.4)
Cette expression arithme´tique utilise les seules constantes 0, 1 et −1 et
l’e´galite´ est valable sur tout anneau commutatif (non trivial).
Preuve. On applique la simulation donne´e dans le lemme 13.2.4 a` l’ex-
pression boole´enne ϕ en forme normale conjonctive construite au lemme
13.1.4. On doit simuler alge´briquement chacune des expressions boole´en-
nes de base qui sont du type (¬c ∨ a ∨ b) ∧ (c ∨ ¬a) ∧ (c ∨ ¬b) ou du
type (c ∨ ¬a ∨ ¬b) ∧ (¬c ∨ a) ∧ (¬c ∨ b). Dans ces expressions boo-
le´ennes c est un litte´ral positif et a, b des litte´raux positifs ou ne´gatifs.
L’examen pre´cis montre que la taille maximum pour une telle simulation
est 11. Il reste ensuite a` faire le produit de 3τ expressions (chacune
correspond a` l’un des composants dans les deux types ci-dessus). On
obtient alors une expression arithme´tique ψ de taille ≤ 14 τ et de pro-
fondeur ≤ 4 + dlog(3 τ)e ve´rifiant :
∀p ∈ {0, 1}n
(
f(p) = 1 ⇐⇒
∨
r∈{0,1}` ψ(p, r) = 1
)
(13.5)
En outre dans le second membre il y a une seule affectation des variables
r1, . . . , r` dans {0, 1}` qui rend l’expression ϕ vraie (lorsque f(p) = 1),
c’est-a`-dire que ψ(p, r) est nulle pour tout r ∈ {0, 1}` a` l’exception de
cette valeur. D’ou` l’e´galite´ 13.4 : f(p) =
∑
r∈{0,1}` ψ(p, r). uunionsq
Nous en de´duisons les corollaires suivants.
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Proposition 13.2.9 Toute famille fn : {0, 1}vn → {0, 1} dans BP est
simule´e en e´valuation par une famille dans VNPe , ceci sur tout anneau
commutatif (non trivial). Toute famille gn : {0, 1}vn → N dans #BP,
est simule´e en e´valuation par une famille dans VNPe sur tout anneau
commutatif contenant Z.
The´ore`me 13.4 Si VP(Z) = VNPe(Z) alors BNC3 = BP = BNP =
#BP.
Preuve. Supposons VP(Z) = VNPe(Z) et soit (fn) une famille dans
#BP. Remarquons que (fn) est p-borne´e en taille. Par la proposition
pre´ce´dente, cette famille est simule´e en e´valuation par une famille dans
VNPe(Z) donc par une famille dans VP(Z) = VNC2(Z). Or une telle
famille s’e´value par une famille dans BNC3 d’apre`s le lemme 13.2.3. uunionsq
En fait, en utilisant des techniques nettement plus subtiles, Bu¨rgisser
a montre´ les re´sultats suivants (cf. [Bur]).
The´ore`me 13.5
1. Soit Fq un corps fini, si VP(Fq) = VNPe(Fq) alors BNC2 = BP =
BNP.
2. Soit K un corps de caracte´ristique nulle. Supposons que l’hy-
pothe`se de Riemann ge´ne´ralise´e est vraie. Si VP(K) = VNPe(K)
alors BNC3 = BP = BNP.
13.2.3 Formes alge´briques de´ploye´es
Forme alge´brique de´ploye´e d’une fonction boole´enne
Pour traiter les questions de taille d’expressions ou de circuits boo-
le´ens il est a priori prometteur d’interpre´ter une fonction boole´enne par
un polynoˆme alge´brique usuel. Une traduction particulie`rement simple
consiste a` e´taler certaines valeurs de la fonction boole´enne : on remplace
la fonction boole´enne a` m+n variables f(p1, . . . , pm, q1, . . . , qn) par le
polynoˆme suivant, en m variables, avec pour seuls exposants 0 ou 1
dans les monoˆmes
F (p1, . . . , pm) =
∑
µ∈{0,1}n f(p1, . . . , pm, µ)x
µ (13.6)
ou` µ = µ1, . . . , µn et x
µ = xµ11 · · ·xµnn .
Nous dirons que le polynoˆme F est la forme alge´brique de´ploye´e
(sur les variables q1, . . . , qn) de la fonction boole´enne f . Lorsque m 6= 0
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chaque coefficient de F est une fonction boole´enne de p1, . . . , pm qui
doit eˆtre simule´e alge´briquement. Lorsque m = 0 on a une forme alge´-
brique de´ploye´e pure et les coefficients de F sont tous e´gaux a` 0 ou 1.
Une de´finition analogue est e´galement valable si on remplace f :
{0, 1}m+n → {0, 1} par une application g : {0, 1}m+n → Z.
Si la fonction boole´enne f est facile a` calculer, le polynoˆme corres-
pondant F aura ses coefficients faciles a` e´valuer, mais il risque d’eˆtre
difficile a` e´valuer, puisqu’il y aura en ge´ne´ral un nombre trop grand
(exponentiel en n) de coefficients non nuls.
On a alors comme conse´quence des re´sultats pre´ce´dents.
Lemme 13.2.10 Soit une fonction boole´enne f(p1, . . . , pm, q1, . . . , qn)
e´value´e par un circuit boole´en γ de taille τ . Sa forme alge´brique de´-
ploye´e F sur les variables q1, . . . , qn admet une description (au sens
de la de´finition 12.1.2) par une expression arithme´tique de profondeur
≤ 5+dlog(3τ)e et de taille ≤ 14τ+4n ≤ 18τ. Cette expression arithme´-
tique utilise les seuls constantes 0, 1 et −1 et est valable sur tout anneau
commutatif (non trivial).
Preuve. Cela re´sulte du lemme 13.2.8 et de la constatation suivante.
On a pour µ1, . . . , µn ∈ {0, 1}
xµ11 · · ·xµnn =
∏n
i=1
(µi(xi − 1) + 1)
qui s’e´crit comme une expression de profondeur ≤ 3 + dlog ne < 4 +
dlog(3τ)e et de taille 4n−1. Donc si la fonction boole´enne f est de´crite
par l’expression arithme´tique ψ(p, q, r) (lemme 13.2.8), le polynoˆme F
est e´gal a` ∑
(µ,r)∈{0,1}n+` ψ(p, µ, r) ·
∏n
i=1
(µixi + 1− µi)
et il admet pour description l’expression arithme´tique a` m + 2n + `
variables
θ(p, x, µ, r) = ψ(p, µ, r) ·
∏n
i=1
(µixi + 1− µi)
de profondeur ≤ 5 + dlog(3τ)e et de taille ≤ 14τ + 4n. uunionsq
Forme alge´brique de´ploye´e d’une famille de fonctions boole´en-
nes
Une famille de fonctions boole´ennes fn : {0, 1}vn+wn → {0, 1} admet
pour forme alge´brique de´ploye´e (sur les wn dernie`res variables) la fa-
mille des polynoˆmes Fn qui sont les formes alge´briques de´ploye´es des
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fonctions fn. Meˆme chose pour la forme alge´brique de´ploye´e d’une fa-
mille gn : {0, 1}vn+wn → N.
On a comme corollaire du lemme 13.2.10.
The´ore`me 13.6 (Crite`re de Valiant) Toute famille de fonctions boo-
le´ennes dans BP admet pour forme alge´brique de´ploye´e une famille de
polynoˆmes dans VNPe , qui convient pour tout anneau commutatif (non
trivial). En conse´quence une famille dans #BP admet pour forme al-
ge´brique de´ploye´e une famille dans VNPe(Z), et cette famille convient
pour tout anneau contenant Z.
Dans le cas d’une fonction boole´enne cela peut sembler un peu de´-
cevant, puisqu’a priori VNPe est une classe re´pute´e difficile a` calculer
(elle simule #BPe = #BP), mais il y a une tre`s bonne raison a` cela.
En effet, supposons qu’on de´ploie toutes les variables, alors si on cal-
cule Fn(1, . . . , 1) on trouve le nombre total des solutions de l’e´quation
fn(p) = 1, c’est-a`-dire la somme
∑
p fn(p). Et ce n’est donc pas surpre-
nant que Fn soit a priori plus difficile a` calculer que ses coefficients. De
manie`re ge´ne´rale, on ne peut gue`re espe´rer que l’inte´grale de´finie d’une
fonction soit en ge´ne´ral aussi simple a` calculer que la fonction elle-meˆme.
Le crite`re de Valiant, malgre´ la simplicite´ de sa preuve, est un moyen
puissant pour fabriquer des familles dans VNPe .
Comme toutes les preuves que nous avons donne´es dans les chapitres
12 et 13, la preuve du crite`re de Valiant est clairement uniforme. Donc
si (gn) est une famille dans #P (on prend pour entre´e le mot forme´ par
l’entier baˆton n suivi d’un 0 puis du mot p), alors la forme alge´brique
de´ploye´e de (gn) admet pour description une famille uniforme de cir-
cuits arithme´tiques dans NC1 qui utilise les seules constantes 0, 1 et
−1 et qui donne le re´sultat correct sur tout anneau contenant Z.
13.3 Complexite´ binaire versus complexite´ boo-
le´enne
Famille de fonctions boole´ennes associe´e a` un proble`me algo-
rithmique
Notons {0, 1}? l’ensemble des mots e´crits sur l’alphabet {0, 1}. Nous
pouvons voir cet ensemble comme la re´union disjointe des {0, 1}n.
Conside´rons un proble`me algorithmique P qui est code´ sous forme
binaire : autrement dit, toute instance de ce proble`me correspond a` une
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question code´e comme un e´le´ment de {0, 1}n pour un certain entier n
et la re´ponse a` la question, du type oui ou non, est elle-meˆme code´e
comme un e´le´ment de {0, 1}.
On peut interpre´ter ce proble`me P comme fournissant, pour chaque
n, une fonction boole´enne fn : {0, 1}n → {0, 1}. Nous dirons que la
famille (fn) est la famille de fonctions boole´ennes associe´e au proble`me
algorithmique P.
Supposons maintenant que le proble`me P porte sur les graphes
oriente´s. Un code naturel pour un graphe oriente´ a` n sommets est sa
matrice d’ajacence qui est une matrice dans {0, 1}n×n. Cette matrice
contient 1 en position (i, j) si et seulement si il y a une are`te oriente´e
qui va de i a` j dans le graphe conside´re´. Dans ce cas, on voit que la
famille de fonctions boole´ennes associe´e au proble`me P est plus natu-
rellement de´finie comme une famille fn : {0, 1}n
2 → {0, 1}.
On dira que le proble`me algorithmique P est dans une classe de
complexite´ boole´enne C si la famille de fonctions boole´ennes qui lui est
naturellement attache´e est dans C.
Famille d’applications boole´ennes associe´e a` une fonction algo-
rithmique
Conside´rons maintenant une fonction algorithmique F, une fonction
qu’on aurait envie de faire calculer par un ordinateur : l’entre´e et la sortie
sont code´es en binaire, c’est-a`-dire conside´re´es comme des e´le´ments de
{0, 1}?.
Supposons que t(n) est une majoration de la taille de la sortie en
fonction de la taille n de l’entre´e et que la fonction t (( n’est pas plus
difficile a` calculer )) que F.
Nous pouvons alors recalibrer la fonction F de manie`re que la taille
de sa sortie ne de´pende que de la taille de son entre´e. Par exemple nous
prenons la fonction G qui, pour un mot µ en entre´e de taille n, calcule
le mot F (µ) pre´ce´de´ d’un 1, lui-meˆme pre´ce´de´ du nombre de 0 ne´cessaire
pour atteindre la longueur 1+ t(n). Il est clair qu’on re´cupe`re facilement
F a` partir de G.
Cette convention nous permet d’associer a` toute fonction algorith-
mique F une famille d’applications boole´ennes
fn : {0, 1}n → {0, 1}1+m
ou` m = t(n) est une majoration de la taille de la sortie en fonction de
13.3. Complexite´ binaire versus complexite´ boole´enne 337
la taille de l’entre´e. La famille d’applications boole´ennes associe´e a` F
de´pend donc de la fonction de majoration t que l’on conside`re.
De´finition 13.3.1 Dans les conditions ci-dessus, nous dirons que la fa-
mille (fn) est la famille d’applications boole´ennes associe´e a` la fonction
algorithmique F avec la fonction de majoration t. Si nous ne pre´cisons
pas cette fonction de majoration, nous disons simplement que la famille
(fn) est une famille d’applications boole´ennes associe´e a` la fonction al-
gorithmique F. On dira que la fonction algorithmique F est dans une
classe de complexite´ boole´enne C si la famille (fn) est dans C.
Lorsque la fonction F est calculable, dans une classe de complexite´
binaire connue, on choisira toujours la fonction de majoration suffisam-
ment simple, de fac¸on que la fonction G reste dans la meˆme classe de
complexite´.
Tout ce que nous venons de dire s’applique par exemple a` une fonc-
tion F de {0, 1}? ou N vers N ou Z, modulo des codages binaires naturels
convenables.
Familles uniformes de circuits boole´ens
Conside´rons un proble`me algorithmique P qui est code´ sous forme
binaire : pour chaque n, une fonction boole´enne fn : {0, 1}n → {0, 1}
donne la re´ponse pour les mots de longueur n. Cette famille (fn) peut
eˆtre re´alise´e sous forme d’une famille d’expressions boole´ennes, ou sous
forme d’une famille de circuits boole´ens.
En complexite´ binaire on s’inte´resse a` la fois a` la taille (de ces ex-
pressions ou de ces circuits) et a` la difficulte´ proprement algorithmique
qu’il peut y avoir a` produire l’expression (ou le circuit) no n en fonction
de l’entre´e n (code´e en unaire). Ce deuxie`me aspect correspond a` la
question : la famille est-elle uniforme ?
Un the´ore`me pre´cis donne l’interpre´tation de la calculabilite´ en temps
polynomial en termes de familles de circuits boole´ens (cf. [BDG] the´o-
re`me 5.19).
The´ore`me 13.7 Soit P un proble`me algorithmique code´ sous forme
binaire.
(1) Si le proble`me P est re´soluble en temps T par une Machine de
Turing a` une seule bande, on peut construire en temps O(T 2) une
famille de circuits boole´ens qui repre´sente la famille de fonctions
boole´ennes (fn) associe´e a` P .
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(2) Le proble`me P est re´soluble en temps polynomial par une Ma-
chine de Turing si et seulement si il existe une famille uniforme
de circuits boole´ens (γn) qui repre´sente la famille de fonctions
boole´ennes (fn) associe´e a` P .
Ce the´ore`me est important, meˆme s’il a l’air de se mordre un peu la
queue, puisque la famille (γn) doit eˆtre uniforme, c’est-a`-dire calculable
en temps polynomial par une Machine de Turing.
Il n’est pas trop complique´ a` de´montrer. Il est relie´ a` l’existence
d’une Machine de Turing universelle qui travaille en temps polynomial.
Le fait que le re´sultat du calcul (sur une entre´e µ de taille n) au bout
de t e´tapes est bien celui affiche´ peut eˆtre ve´rifie´ en exe´cutant soi-meˆme
le programme a` la main, et on peut certifier la totalite´ du calcul en
certifiant le re´sultat de chaque e´tape interme´diaire. Quand au bout du
compte, on dit (( la sortie a e´te´ correctement calcule´e )), on peut aussi
l’e´crire en de´tail sous forme d’un circuit boole´en γn qui fonctionne pour
toute entre´e de taille n. Il faut un peu d’attention pour ve´rifier que
tout ceci reste dans le cadre de la taille polynomiale. C’est le meˆme
genre d’argument qui a permis a` Cook de fournir le premier et le plus
populaire des proble`mes NP - complets, celui de la satisfiabilite´ des ex-
pressions boole´ennes (e´tant donne´ une expression boole´enne, existe-t-il
une fac¸on d’affecter les variables boole´ennes en entre´e qui donne a` l’ex-
pression la valeur Vrai ?), proble`me plus parlant que le proble`me NP -
complet universel que nous avons expose´ page 140 dans la section 4.2.
Le the´ore`me 13.7 nous donne imme´diatement.
Proposition 13.3.2 Soit P un proble`me algorithmique, code´ sous for-
me binaire. Soit F : {0, 1}? → N une fonction algorithmique.
– Si le proble`me P est dans la classe P, alors il est dans P/poly.
– Si le proble`me P est dans la classe NP, alors il est dans NP/poly.
– Si la fonction F est dans la classe #P, alors elle est dans #P/poly.
La signification intuitive importante du the´ore`me 13.7 est que la
classe P/poly est l’exact analogue non uniforme de la classe P : soit en
effet P un proble`me algorithmique qui correspond a` une famille (fn)
de fonctions boole´ennes,
– le proble`me P est dans la classe P signifie que (fn) est calculable
par une famille uniforme γn de circuits boole´ens (a` fortiori la
taille de (γn) est polynomiale en n),
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– le proble`me P est dans la classe P/poly signifie que (fn) est
calculable par une famille (γn) de circuits boole´ens dont la taille
est polynomiale en n.
E´tant donne´ queNP/poly et #P/poly sont de´finis a` partir de P/poly
de manie`re similaire a` la de´finition de NP et #P a` partir de P, une
autre signification intuitive importante du the´ore`me 13.7 est que les
classes NP/poly et #P/poly sont les exacts analogues non uniformes
des classes NP et #P.
La preuve qu’un proble`me alge´brique donne´ P estNP-complet donne
en ge´ne´ral un proce´de´ uniforme de re´duction d’une famille arbitraire
dans BNP (uniforme ou non) a` la famille de fonctions boole´ennes at-
tache´e a` P . En conse´quence on obtient l’implication P = NP ⇒ BP =
BNP. Autrement dit la conjecture non uniforme BP 6= BNP est plus
forte que la conjecture classique P 6= NP.
La meˆme remarque vaut en remplac¸ant NP par #P.
13.4 Le caracte`re universel du permanent
Le permanent
Par de´finition le permanent d’une matrice carre´e A = (aij)1≤i,j≤n
sur un anneau commutatif A est le polynoˆme en les aij , note´ per(A),
de´fini par l’expression analogue a` celle du de´terminant obtenue en rem-
plac¸ant les signes − par les + :
per(A) = pern((aij)1≤i,j≤n) =
∑
σ∈Sn
∏n
i=1
ai,σ(i) (13.7)
ou` σ parcourt toutes les permutations de {1, . . . , n}. Nous conside´rons
(pern) comme une famille de polynoˆmes a` n
2 variables sur l’anneau A.
On ne connaˆıt pas de manie`re rapide d’e´valuer le permanent d’une
matrice a` coefficients entiers, ni sur aucun corps de caracte´ristique dis-
tincte de 2 (en caracte´ristique 2 le permanent est e´gal au de´terminant
et se laisse donc e´valuer facilement).
Lorsque les coefficients sont tous e´gaux a` 0 ou 1 on peut interpre´ter
la matrice A comme donnant le graphe d’une relation entre deux en-
sembles a` n e´le´ments F et G. Par exemple les e´le´ments de F sont
des filles et ceux de G sont des garc¸ons, et la relation est la relation
d’affinite´ (ils veulent bien danser ensemble). Alors le permanent de la
matrice correspondante compte le nombre de manie`res distinctes de rem-
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plir la piste de danse sans laisser personne sur le bord. Ainsi la famille
fn : {0, 1}n2 → N de´finie par fn(A) = pern(A) est une famille dans #P.
Le crite`re de Valiant (the´ore`me 13.6 page 335) montre par ailleurs
que la famille de polynoˆmes (pern) est dans VNPe sur n’importe quel
anneau commutatif : en effet la famille (pern) n’est autre que la forme
alge´brique de´ploye´e de la famille des fonctions boole´ennes qui testent si
une matrice dans {0, 1}n×n est une matrice de permutation.
Deux the´ore`mes de Valiant sur le permanent
Valiant a e´tabli l’e´galite´ VNP = VNPe et il a montre´ le caracte`re
universel du permanent, a` la fois en complexite´ binaire et en complexite´
alge´brique.
The´ore`me 13.8 Le calcul du permanent pour les matrices carre´es a`
coefficients dans {0, 1} est #P-complet.
The´ore`me 13.9 Sur un corps de caracte´ristique 6= 2, et plus ge´ne´ra-
lement sur un anneau dans lequel 2 est inversible, la famille (pern)
est universelle pour la classe VNP : toute famille dans VNP est une
p-projection de la famille (pern).
Les preuves de ces deux the´ore`mes sont de´licates. Pour le deuxie`me
nous recommandons [Bur].
13.5 La conjecture de Valiant
Le petit tableau ci-apre`s re´capitule les analogies entre diffe´rentes
classes de complexite´. Dans les colonnes Boole´en et Alge´brique in-
terviennent des familles non uniformes d’expressions ou circuits. Dans
la colonne Sim nous indiquons si la simulation alge´brique du cas boole´en
est connue comme e´tant sur la meˆme ligne : deux points d’interrogation
signifient qu’on ne le croit gue`re possible.
Rappelons que dans la premie`re colonne (complexite´ binaire) toutes
les inclusions en descendant sont conjecture´es eˆtre strictes, et que les
inclusions correspondantes dans le cas boole´en (2e`me colonne) sont aussi
conjecture´es strictes.
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Petit re´capitulatif
(Analogies entre complexite´ binaire, boole´enne et alge´brique)
Binaire Boole´en Alge´brique Sim
NC1 BPe = BNC1 VPe = VNC1 oui
NC2 BNC2 VNC2 ? ?
NC BNC VNC = VNC2 ? ?
P BP VP = VNC2 ? ?
VQP = VQPe
NP BNP = BNPe
#P #BP = #BPe VNP = VNPe oui
Valiant a propose´ la conjecture :
Pour tout corps K, VP 6= VNP.
Cette conjecture est un analogue alge´brique non uniforme de la con-
jecture algorithmique P 6= NP ou plus pre´cise´ment de P 6= #P.
Sur un corps de caracte´ristique 6= 2, vu le the´ore`me 13.9, cette con-
jecture s’e´crit purement en termes d’expressions arithme´tiques :
Le permanent n’est pas une p-projection du de´terminant.
C’est sur les corps finis que la conjecture semble le plus significative,
parce que la situation alge´brique y est le plus proche du cas boole´en : elle
n’est pas perturbe´e par la pre´sence d’e´le´ments de taille arbitrairement
grande dans le corps.
Si on disposait d’une proce´dure uniforme qui re´duise la famille (pern)
a` une famille dans VP, alors le calcul du permanent d’une matrice dans
{0, 1}n2 serait dans la classe P et donc on aurait P = #P par le the´o-
re`me 13.8.
Plus ge´ne´ralement, le the´ore`me 13.5 page 333 montre que P/poly 6=
#P/poly implique VP(Fq) 6= VNP(Fq) pour tout corps fini, et sous
l’hypothe`se de Riemann ge´ne´ralise´e, VP(K) 6= VNP(K) pour tout corps
de caracte´ristique nulle.
Par ailleurs si on avait P = #P, le calcul du permanent d’une matrice
dans {0, 1}n2 serait dans la classe P, donc a foriori dans P/poly et on
aurait #P/poly = P/poly , mais peut-eˆtre pas pour autant VP = VNP.
342 13. Le permanent et la conjecture P 6= NP
La conjecture de Valiant est qu’il n’existe aucune proce´dure, meˆme
sans l’hypothe`se restrictive d’uniformite´, qui re´duise la famille (pern) a`
une famille dans VP.
L’avantage de la conjecture de Valiant est qu’elle est un proble`me
purement alge´brique, qui parle uniquement de la taille de la repre´sen-
tation d’une certaine famille de polynoˆmes par des familles de circuits
arithme´tiques.
Comme un des aspects les plus myste´rieux de la conjecture P 6=
NP (cela n’a pas toujours repre´sente´ un million de dollars 4 mais cela
a toujours semble´ tre`s excitant) tient a` la question de l’uniformite´ des
familles de circuits boole´ens en jeu, on contournerait cet obstacle si on
de´montrait la conjecture analogue non uniforme et plus forte P/poly 6=
NP/poly .
Et la forme purement alge´brique VP 6= VNP serait plus a` notre
porte´e. Une preuve de VP 6= VNP serait un pas important qui e´clairerait
le chemin pour une preuve de P/poly 6= #P/poly , qui implique P 6= #P.
Cela pourrait sugge´rer enfin une preuve de P 6= NP.
Un petit ennui dans cette suite de conside´rations informelles : les
deux points d’interrogation sur la ligne P du petit tableau re´capitualtif.
Comme VQP = VQPe et VNP = VNPe , la conjecture de Valiant
e´tendue, a` savoir :
Pour tout corps K, VNP 6⊂ VQP
est regarde´e par certains auteurs comme encore plus instructive pour la
compre´hension du proble`me algorithmique analogue P 6= #P.
Sur un corps de caracte´ristique 6= 2, cela e´quivaut a` :
Le permanent n’est pas une qp-projection du de´terminant.
Notons que Bu¨rgisser a de´montre´ que VQP 6⊂ VNP sur les corps
de caracte´ristique nulle (voir [Bur]).
4. Un milliardaire ame´ricain qui aimerait devenir ce´le`bre a propose´ en l’an 2000 un
prix d’un million de dollars pour celui ou celle qui re´soudrait le proble`me P = NP ?.
Six autres conjectures mathe´matiques importantes sont dote´es d’un prix analogue.
Un million de dollars n’est d’ailleurs pas grand chose compare´ a` ce que gagne un bon
joueur de football, et rien du tout par rapport a` un avion furtif. Ceci tendrait a` dire
qu’un milliardaire peut espe´rer devenir ce´le`bre avec un investissement tre`s modeste.
Notez que si vous de´montrez que #P 6= NP, vous aurez droit a` l’admiration de
tou(te)s les mathe´/infor-maticien(ne)s, mais vous n’aurez pas le million de dollars
correspondant a` P 6= NP. C’est certainement injuste, mais c’est ainsi.
Annexe : codes Maple
Nous donnons, dans les pages qui suivent, les codes Maple des al-
gorithmes qui calculent le polynoˆme caracte´ristique et dont nous avons
teste´ les performances.
Les codes sont e´crits ici dans la version Maple 6, mais les tests ont
e´te´ faits avec la version Maple 5. Les diffe´rences sont les suivantes.
Premie`rement la version Maple 6 a grandement ame´liore´ son calcul
standard de polynoˆme caracte´ristique (en le basant sur l’algorithme de
Berkowitz ?). Deuxie`mement, dans Maple 6, le dernier objet calcule´
est de´signe´ par % alors que dans Maple 5 il e´tait de´signe´ par ". Enfin,
dans Maple 6 une proce´dure se termine par end proc: tandis que
dans Maple 5 elle se termine par end:
Les algorithmes que nous avons compare´s sont ceux de Berkowitz
ame´liore´ (note´ berkodense), de Jordan-Bareiss modifie´ (barmodif), de
Faddeev-Souriau-Frame (faddeev), de Chistov (chistodense) et leurs
versions modulaires respectives (nous donnons ici berkomod), ainsi que
les algorithmes correspondant a` la me´thode d’interpolation de Lagrange,
celle de Hessenberg et celle de Kaltofen-Wiedemann (note´s respective-
ment interpoly, hessenberg et kalto), en plus de la fonction charpoly
faisant partie du package linalg de Maple que nous avons note´e
linalpoly dans nos tableaux de comparaison. Nous avons e´galement
adapte´ berkodense et chistodense au cas des matrices creuses (voir
les codes berksparse et chisparse de´rive´s)
Les mesures du temps CPU et de l’espace-me´moire pour chaque al-
gorithme teste´ sont prises a` l’aide des fonctions time() et bytesalloc
du noyau de Maple.
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### Somme des e´le´ments d’une liste ###
### de fractions rationnelles ###
somme : = proc(suite : : list(ratpoly))
normal(convert(suite,‘+‘))
end proc:
###
##### Berkowitz dans le cas d’une matrice dense #####
berkodense : = proc(A : : matrix,X : : name)
local n,r,i,j,k,V,C,S,Q;
n : = coldim(A);
V : = table([1= -1,2= A[1,1]]); C[1] : = -1;
for r from 2 to n do
for i to r-1 do S[i] : = A[i,r] od; C[2] : = A[r,r];
for i from 1 to r-2 do
C[i+2] : = somme([seq(A[r,k]*S[k],k=1..r-1)]);
for j to r-1 do
Q[j] : = somme([seq(A[j,k]*S[k],k=1..r-1)])
od;
for j to r-1 do S[j] : = Q[j] od;
od;
C[r+1] : = somme([seq(A[r,k]*S[k],k=1..r-1)]);
for i to r+1 do
Q[i] : = somme([seq(C[i+1-k]*V[k],k=1..min(r,i))]);
od;
for i to r+1 do V[i] : = Q[i] od;
od;
somme([seq(V[k+1]*X^ (n-k),k=0..n)]);
collect(%,X)
end proc:
#####
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##### Berkowitz dans le cas d’une matrice creuse #####
berksparse : = proc(A : : matrix,X : : name)
local n,r,i,j,k,V,C,S,Q,N;
n : = coldim(A);
V : = table([1= -1,2= A[1,1]]);
N : = vector(n);
for i to n do N[i] : = {} od;
C[1] : = -1;
for r from 2 to n do
for i to n do
if A[i,r-1]<>0 then N[i] : = N[i] union {r-1} fi
od;
for i to r-1 do S[i] : = A[i,r] od; C[2] : = A[r,r];
for i from 1 to r-2 do
C[i+2] : = somme([seq(A[r,j]*S[j],j= N[r])]);
for j to r-1 do
Q[j] : = somme([seq(A[j,k]*S[k],k= N[j])]);
od;
for j to r-1 do S[j] : = Q[j] od;
od;
C[r+1] : = somme([seq(A[r,j]*S[j],j= N[r])]);
for i to r+1 do
Q[i] : = somme([seq(C[i+1-k]*V[k],k=1..min(r,i)]);
od;
for i to r+1 do V[i] : = Q[i] od;
od;
somme([seq(V[k+1]*X^ (n-k),k=0..n)]);
collect(%,X)
end proc;
#####
Nous avons e´galement adapte´ les codes Maple ci-dessus, correspon-
dant a` l’algorithme ame´liore´ de Berkowitz, au cas ou` les coefficients
appartiennent a` un anneau-quotient du type Zp[lisvar] /〈Ideal〉 . On
obtient une proce´dure, note´e berkomod dans nos tableaux de compa-
raison, qui prend en entre´e un entier positif p , une liste d’inde´termi-
ne´es lisvar , une liste Ideal de polynoˆmes en lisvar et la matrice
A ∈ (Zp[lisvar] /〈Ideal〉)n×n pour donner en sortie le polynoˆme ca-
racte´ristique de A .
La proce´dure berkomod ainsi que les versions modulaires des autres
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algorithmes utilisent comme sous-proce´dure la proce´dure polmod qui
prend en entre´e un nombre entier p, un polynoˆme P de Z[lisvar] , et
donne en sortie un repre´sentant simple de l’image canonique de P dans
l’anneau-quotient Zp[lisvar] /〈Ideal〉 .
##### Re´duction d’un polyno^me modulo un ide´al #####
polmod : =
proc(P : : polynom,lisvar : : list,Ideal : : list,p : : posint)
local i, Q;
if nops(lisvar)<>nops(Ideal) then
ERROR(‘The number of polynomials must
be equal to the number of variables‘)
fi;
Q : = P;
for i to nops(lisvar) do
Q : = rem(Q,Ideal[i],lisvar[i]);
Q : = Q mod p
od;
sort(Q);
end proc:
#####
On en de´duit les deux calculs de base modulo l’ide´al conside´re´, la
somme d’une liste et le produit de deux e´le´ments.
##### Somme d’une liste modulo un ide´al #####
sommod : = proc(s : : list(polynom),
lsv : : list(name),lsp : : list(polynom),p : : posint)
polmod(somme(s),lsv,lsp,p)
end proc:
#####
##### Evaluation d’un produit modulo un un ideal #####
promod : = proc(P,Q : : polynom,
lsv : : list(name),lsp : : list(polynom),p : : posint)
polmod(P*Q,lsv,lsp,p)
end proc:
#####
Il ne reste plus qu’a` re´e´crire berkodense en y remplac¸ant les ope´rations
somme d’une liste de polynoˆmes et produit de deux polynoˆmes par les
calculs modulaires donne´s par sommod et promod.
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##### Berkowitz modulaire #####
berkomod : = proc(A : : matrix,X : : name,lsv : : list(name),
lsp : : list(polynom),p : : posint)
local n,r,i,j,V,C,S,Q;
n : = coldim(A);
V : = table([1= -1,2= A[1,1]]); C[1] : = -1;
for r from 2 to n do
for i to r-1 do S[i] : = A[i,r] od; C[2] : = A[r,r];
for i from 1 to r-2 do
[seq(promod(A[r,k],S[k],lsv,lsp,p),k=1..r-1)];
C[i+2] : = sommod(%,lsv,lsp,p);
for j to r-1 do
[seq(promod(A[j,k],S[k],lsv,lsp,p),k=1..r-1)]
Q[j] : = sommod(%,lsv,lsp,p)
od;
for j to r-1 do S[j] : = Q[j] od;
od;
[seq(promod((A[r,k],S[k],lsv,lsp,p),k=1..r-1)];
C[r+1] : = sommod(%,lsv,lsp,p);
for i to r+1 do
[seq(promod((C[i+1-k],V[k],lsv,lsp,p),
k=1..min(r,i))];
Q[i] : = sommod(%,lsv,lsp,p);
od;
for i to r+1 do V[i] : = Q[i] od;
od;
somme([seq(V[k+1]*X^ (n-k),k=0..n)]);
collect(%,X)
end proc:
#####
Voici maintenant sans plus de commentaire les codes Maple des
algorithmes chistodense, chisparse, barmodif, faddeev, interpoly, hes-
senberg, kalto.
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##### (Chistov. Cas des matrices denses) #####
chistodense : = proc(A : : matrix,X : : name)
local n,r,i,j,k,a,b,C,V,W,Q;
n : = coldim(A);
a : = array(0..n,[1]); C : = array(0..n,[1]);
for i to n do a[i] : = normal(a[i-1]*A[1,1]) od;
for r from 2 to n do
for i to r do V[i] : = A[i,r] od; C[1] : = V[r];
for i from 2 to n-1 do
for j to r do
W[j] : = somme([seq(A[j,k]*V[k],k= 1..r)]);
od;
for j to r do V[j] : = W[j] od; C[i] : = V[r];
od;
[C[n] : = somme(seq(A[r,k]*V[k],k= 1..r)]);
for j from 0 to n do
b[j] : = somme([seq(C[j-k]*a[k],k= 0..j)]);
od;
for j from 0 to n do a[j] : = b[j] od;
od;
Q : = somme([seq(X^ k*a[k],k= 0..n)]);
Q : = X^ n*subs(X= 1/X,inversf(Q,X,n));
Q : = collect((-1)^ n*Q,X)
end proc:
#####
### Calcul de l’inverse modulo z(n+1) d’un polyno^me en z ###
inversf : = proc(P,z,n)
collect(convert(series(1/P,z,n+1),polynom),z,normal)
end proc:
### cette proce´dure utilise´e dans les algorithmes
### de Chistov sera aussi utile dans l’algorithme kalto
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##### Chistov. Cas des matrices creuses #####
chisparse : = proc(A : : matrix,X : : name)
local n,r,i,j,k,a,b,C,N,V,W,Q;
n : = coldim(A);
a : = array(0..n,[1]); C : = array(0..n,[1]);
N : = array(1..n); for i to n do N[i] : = {} od;
## N[i]; e´le´ments non nuls de la i-e`me ligne
for i to n do
for j to n do
if A[i,j] <> 0 then N[i] : = N[i] union {j} fi
od
od; #### Fin de la construction de N
for i to n do a[i] : = normal(a[i-1]*A[1,1]) od;
for r from 2 to n do
for i to r do V[i] : = A[i,r] od;
C[1] : = V[r];
for i from 2 to n-1 do
for j to r do
[seq(A[j,k]*V[k],k= {$ 1..r} intersect N[j])];
W[j] : = somme(%)
od;
for j to r do V[j] : = W[j] od;
C[i] : = V[r];
od;
[seq(A[r,k]*V[k],k= {$ 1..r} intersect N[r])];
C[n] : = somme(%);
for j from 0 to n do
b[j] : = somme([seq(C[j-k]*a[k],k= 0..j)]);
od;
for j from 0 to n do a[j] : = b[j] od;
od;
Q : = somme([seq(X^ k*a[k],k= 0..n)]);
Q : = X^ n*subs(X= 1/X,inversf(Q,X,n));
Q : = collect((-1)^ n*Q,X)
end proc:
#####
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##### Jordan-Bareiss Modifie´ #####
barmodif : = proc(A : : matrix,X : : name)
local B,n,p,i,j,piv,dencoe;
den : = 1; n : = coldim(A); B : = copy(A);
B : = evalm(B-X*array(identity, 1..n,1..n)); piv : = B[1,1];
for p from 1 to n-1 do
for i from p+1 to n do
coe : = B[i,p];
for j from p+1 to n do
B[i,j] : = normal((piv*B[i,j]-coe*B[p,j])/den)
od
od;
den : = piv; piv : = B[p+1,p+1]
od;
sort(collect(piv,X),X)
end proc: #####
##### Faddeev-Souriau-Frame #####
faddeev : = proc(A : : matrix,X : : name)
local n, k, a, C, B, Id, P;
n : = coldim(A); a : = array(1..n);
Id : = array(1..n,1..n,identity); B : = copy(Id);
for k from 1 to n do
C : = map(normal,multiply(A,B));
a[k] : = trace(C)/k;
B : = map(normal,evalm(C-a[k]*Id))
od;
P : = somme([seq(a[k]*X^ (n-k),k=1..n)]);
sort((-1)^ n*(X^ n-P,X);
end proc:
#####
##### Interpolation de Lagrange #####
interpoly : = proc(M : : matrix,X : : name)
local n,Id,i,j,N,d,L;
n : = coldim(M); Id : = array(identity, 1..n, 1..n);
for i to n+1 do d[i] : = det(evalm(M-(i-1)*Id)) od;
L : = [seq(d[j], j= 1..n+1)];
interp([‘$‘(0 .. n)], L, X);
end proc:
#####
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##### Me´thode de Hessenberg #####
hessenberg : = proc(A : : matrix,X : : name)
local jpiv, ipiv, iciv, i, m, n, piv, c, H, P;
# Initialisations
n : = coldim(A); P[0] : = 1; H : = copy(A);
# Re´duction de H a` la forme de Hessenberg
for jpiv from 1 to n-2 do
ipiv : = jpiv+1; iciv : = ipiv; piv : = normal(H[iciv,jpiv]) ;
while piv= 0 and iciv < n do
iciv : = iciv+1 ; piv : = normal(H[iciv,jpiv])
od ;
if piv <> 0 then
if iciv > ipiv then
H : = swaprow(H,ipiv,iciv); # Echange de lignes
H : = swapcol(H,ipiv,iciv) # Echange de colonnes
fi;
for i from iciv+1 to n do
c : = normal(H[i,jpiv]/piv) ;
H : = addrow(H,ipiv,i,-c);# Manipulation de lignes
H : = addcol(H,i,ipiv,c) # Manipulation de colonnes
od;
H : = map(normal,H)
fi
od ;
# Calcul du polyno^me caracte´ristique
for m from 1 to n do
P[m] : = normal((H[m,m]-X) * P[m-1]) ; c : = 1 ;
for i from 1 to m-1 do
c : = normal(-c * H[m-i+1,m-i]) ;
P[m] : = normal(P[m]+c * H[m-i,m]* P[m-i-1])
od
od ;
collect(P[n],X) # le polyno^me caracte´ristique de A.
end proc;
#####
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#### developpement limite´ a` l’ordre n ####
devlim : = proc(s : : ratpoly,u : : name,n : : integer)
convert(series(s,u,n+1),polynom); collect(",u,normal)
end proc;
#####
##### Kaltofen-Wiedemann #####
kalto : = proc(A : : matrix,X : : name)
local n,i,j,k,a,b,bv,bw,c,B,C,P,u;
n : = coldim(A);
### Initialisation
a : = stre(n); C : = stra(n);
b : = vector(2*n); B : = evalm(C+u*(A-C));
### Calcul des b i
b[1] : = a[1];
bv : = copy(a); bw : = vector(n);
for i from 2 to n+1 do
## multiplication de B par bv
for j to n do
bw[j] : = somme([seq(B[j,k]*bv[k],k= 1..n)]);
od;
for j to n do bv[j] : = bw[j] od;
b[i] : = bv[1]
od;
for i from n+2 to 2*n do
## multiplication de B par bv
for j to n do
bw[j] : = somme([seq(B[j,k]*bv[k],k= 1..n)]);
od;
for j to n do bv[j] : = bw[j] od;
b[i] : = devlim(bv[1],u,n);
od;
P : = polgenmin(b,X,u,n);
P : = sort(subs(u= 1,(-1)^ n*res),X);
P : = collect(P,X,normal)
end proc:
#####
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##### Sous-proce´dures utilise´es dans kalto #####
### polgenmin: Proce´dure de Berlekamp-Massey ###
### pour le calcul du polyno^me ge´ne´rateur minimal ###
### d’une suite re´currente line´aire ###
### Ici, l’anneau de base est l’anneau des ###
### de´veloppements limite´s A[z]/<z^(n+1)> ###
polgenmin : = proc(b : : vector,X : : name,z : : name,n : : integer)
local i,lc,ilc,ill,R1,R2,R3,V1,V2,V3,Q;
R1 : = somme([seq(b[2*n-k]*X^ k,k= 0..2*n-1)]);
Q : = quo(X^(2*n),R,X,’R2’);
V1 : = 1; V2 : = -Q; ill : = 1;
for i from 2 to n do
### traiter R2
R2 : = collect(R2,X,normal);
lc : = lcoeff(R2,X);
ilc : = inversf(lc,z,n);
R2 : = devlim(ilc*R2,z,n);
Q : = quo(R1,R2,X,’R3’);
Q : = devlim(Q,z,n);
R3 : = devlim(R3,z,n);
V3 : = devlim(ill*V1-ilc*V2*Q,z,n);
ill : = ilc;
V1 : = V2; V2 : = sort(V3,X);
R1 : = R2; R2 : = sort(R3,X);
od;
V2 : = collect(V2,X);
lc : = lcoeff(V2,X); ilc : = inversf(lc,z,n);
V2 : = devlim(ilc*V2,z,n);
V2 : = collect(V2,z,normal)
end proc:
#####
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#### Vecteur du centre d’e´limination des divisions ####
stre : = proc(n)
local i,a;
a : = vector(n);
for i to n do
a[i] : = binomial(i-1,floor((i-1)/2))
od;
eval(a)
end proc:
#####
#### Matrice du centre d’e´limination des divisions ####
stra : = proc(n)
local i,C;
C : = array(1..n,1..n,sparse);
for i to n-1 do
C[n,i] : = (-1)^ floor((n-i)/2) *
binomial(floor((n+i-1)/2),i-1);
C[i,i+1] : = 1
od;
C[n,n] : = 1; evalm(C)
end proc:
#####
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